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2AbstratThis work is onerned with miro and nanophysial systems that exhibit misunderstoodphenomena. In this doument, we hoose to model the omplex oupling between di�u-sion and eletrial e�ets in nanosystems using the Poisson�Nernst�Plank equations. Atthese sales, an eletrial double layer an our and is refered to as the Stern layer. Weompute steady states using a ontinuation proedure based on a spetral disretizationof the governing equations. This approah also inludes a linear stability analysis that isompared to analytial preditions.Keywords : Poisson�Nernst�Plank system, eletrial double layer, Stern boundary ondi-tion, stability analysis, ontinuation methodsRésuméLes systèmes physiques miro voire nanométriques sont le théâtre de phénomènesmal ompris. Lors de e stage, nous avons hoisi de modéliser le ouplage entre di�usionet e�ets életriques dans les systèmes d'ordre nanométrique par le modèle de Poisson�Nernst�Plank. À es éhelles, une double ouhe életrique peut se développer et a étéprise en ompte par des onditions aux limites de Stern. Les états stationnaires sont réso-lus numériquement en utilisant une méthode de ontinuation basée sur une disrétisationspetrale des équations. Cette étude est omplétée par une analyse de stabilité linéairenumérique et analytique.Mots-lés : Équations de Poisson�Nernst�Plank, double ouhe életrique, ouhe deStern, analyse de stabilité, méthodes de ontinuation
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Chapitre 1
Introdution

Des reherhes expérimentales réentes dans le domaine de l'életroinétique nano-on�née ont débouhé sur des résultats inattendus. Intuitivement, deux olloïdes iden-tiques de même harge et séparés par un életrolyte neutre devraient se repousser. Cen'est pas e qui est observé systématiquement dans les travaux expérimentaux où desintérations attratives ont pu être mises en évidene [14℄. Il reste don enore quelquesquestions ouvertes qui onernent notamment les interations entre la di�usion des hargeset les phénomènes életriques.Pour omprendre es observations, plusieurs modèles ont été testés sans réel suès,omme en témoignent les travaux de Neu sur le modèle de Poisson�Boltzmann [9℄. Untravail réent onsidérant le problème de Poisson�Nernst�Plank a mis en évidene la pos-sibilité d'e�ets attratifs en présene d'une ouhe de Stern aux parois des deux surfaessolides [10℄ et ont produit des préditions quantitatives en aord ave les mesures ex-périmentales. Cependant, l'existane de solutions attratives assoiées à des distributionsnon-symétriques du potentiel életrique entre les deux parois solides n'a pour l'instantrien prouvé sur la stabilité de es solutions.Le but de e stage est d'analyser la stabilité de es solutions en onsidérant les e�ets dutransport ionique assoiés à la di�usion et au transport életro-onvetif. Pour ommener,la modélisation mathématique du problème est détaillée dans le hapitre 2. Le hapitresuivant répertorie les résultats analytiques les plus importants. Dans le hapitre 4, l'arsenalnumérique mis en plae pour résoudre les équations est présenté. Les résultats obtenussont donnés dans la partie 5. En�n, e rapport s'ahève par une onlusion ritique portéesur le travail e�etué et permet d'évoquer les diverses perspetives de ette étude.



Chapitre 2
Modélisation du problème

Tout au long de ette étude, on onsidère un életrolyte on�né entre deux paroissolides. A�n de simpli�er les éritures et de générer des résultats généraux, on assimilel'életrolyte à un sel, 'est-à-dire un életrolyte neutre monovalent. Les valenes utiliséesseront don −1 pour l'anion et +1 pour le ation.L'idée est d'étudier le ouplage entre les phénomènes életriques et di�usifs. On étudiedon un problème életrodi�usif 1D représenté sur la �gure 2.1, onstitué d'un életrolyteon�né par deux életrodes hargeables en −h et +h. On tente dans la suite de déduire ladistribution de potentiel, la répartition spatiale des harges életriques et la onentrationloale en életrolyte et d'étudier leurs variations en fontion des paramètres du problème.Pour dérire physiquement e système, on utilise la loi de l'életrostatique de Poissonet les équations de onservation des harges. Cela nous onduit à résoudre un systèmed'équations portant à la fois sur le potentiel életrique et sur la onentration des deuxespèes : le problème de Poisson�Nernst�Plank. On munit e système des onditions de�ux lassiques et d'une ondition à la limite de type Stern pour le potentiel.2.1 ÉletrostatiqueUn életrolyte étant par dé�nition un �uide hargé, il doit satisfaire les lois de l'éle-trostatique et don l'équation de Poisson [11℄ :
εε0∇ · ~E = ρ, (2.1)où ε est la permittivité du milieu életrolytique, ε0 la permittivité du vide, ~E le hampéletrique et ρ la densité de harges. On peut a�ner l'équation (2.1) en onsidérant l'éle-trolyte neutre monovalent dérit préédemment et en exprimant la densité de hargeomme ρ = e(c+ − c−), e est la harge élémentaire, c+ la onentration du ation et c−elle de l'anion. Le hamp életrique dérive du potentiel φ par ~E = −∇φ. On prendraensuite soin d'adimensionner l'équation : les distanes seront adimensionnées par h la



2.2. Conservation des harges 7

Fig. 2.1 � Représentation shématique du système par analogie életrique. L'életrolyte eston�né par deux életrodes qui peuvent être hargées.demi-distane entre les parois, la onentration par la onentration moyenne c0 et le po-tentiel par kBT/e, où kB est la onstante de Boltzmann et T la température du milieu.On obtient :
△φ =

β

2
(c− − c+), (2.2)où β = h2/λ2 et λ est la longueur de Debye dé�nie par :

λ =

√

εε0kBT

2e2c0
. (2.3)2.2 Conservation des hargesOn onsidère les équations lassiques de onservation [7℄ :

∂tc
i + ∇ · ~ji = 0, (2.4)où ci est la onentration de la i-ème espèe himique et ~ji le �ux de la i-ème espèehimique qui est dé�ni par :

~ji = −Di∇ci + zici(~u + µi
EK

~E) (2.5)ave Di le oe�ient de di�usivité de la i-ème espèe himique, zi la valene de la i-èmeespèe himique, ~u la vitesse de l'éoulement auquel est soumis le système et µi
EK lamobilité de la i-ème espèe himique.



2.3. Conditions aux limites 8Dans notre étude, auun éoulement n'est pris en ompte a�n de se onentrer uni-quement sur la dynamique des harges, i.e. ~u = ~0. En exprimant le hamp életrique enfontion du gradient du potentiel, l'équation (2.4) devient :
∂tc

i = ∂x(D
i∂xc

i + ziciµi
EK∂xφ). (2.6)On onsidère le as où les deux espèes possèdent les mêmes aratéristiques, don lemême oe�ient de di�usivité et une mobilité identique. Cette dernière peut s'exprimerà l'aide de la relation d'Einstein�Smoluhowski [4℄ :

µEK =
De

kT
. (2.7)On adimensionne ensuite φ et c omme préédemment et le temps par τ , e qui permetd'aboutir aux équations adimensionnées :

Pe ∂tc
i = ∂x(∂xc

i + zici∂xφ), (2.8)où Pe = h2/(τD) est le nombre de Pélet assoié au proessus de di�usion et zi la valenede la i-ème espèe himique. Les équations de Nernst�Plank pour un életrolyte neutremonovalent s'érivent don :
Pe ∂tc

+ = ∂x(∂xc
+ + c+∂xφ), (2.9)

Pe ∂tc
− = ∂x(∂xc

− − c−∂xφ). (2.10)Dans la suite, on ne s'intéressera pas aux régimes transitoires du système, travaildéjà e�etué par Bazant, Thornton & Ajdari [2℄, on assimilera don Pe à 1, e hoixn'interférant pas sur le aratère stable ou instable des solutions.2.3 Conditions aux limitesDans e problème, on onsidère que les életrodes sont impénétrables, e qui onduità une ondition de �ux nul aux frontières du domaine :
j+ = ∂xc

+ + c+∂xφ = 0 pourx = ±1, (2.11)
j− = ∂xc

− − c−∂xφ = 0 pour x = ±1. (2.12)La ondition à la limite la plus intéressante est elle portant sur le potentiel életrique. Ene�et, dans e type de problème, des ouhes limites életriques apparaissent aux parois etsont un élément lé du omportement du système.Lorsqu'une surfae est hargée, à l'instar d'une életrode, des ontre-ions s'amassentdans une région très prohe de la paroi et forment la ouhe de Stern. Son épaisseur peutdesendre jusqu'au diamètre ionique. Au-delà la ouhe de Stern on trouve une deuxièmeouhe : la ouhe de Debye ou ouhe di�usive. Cette ouhe, très onnue, est aratériséepar une densité importante d'ions et un potentiel élevé. La ouhe de Stern et elle deDebye forment la double ouhe életrique, responsable de ertains phénomènes életriques



2.4. Problématique 9

Couhe de Stern Couhe de Debye

Double ouhe életrique
φpPotentiel ζ

φ

xFig. 2.2 � Vue shématique de la double ouhe életrique au voisinage d'une életrode. Laouhe de Stern possède un potentiel linéaire tandis que le potentiel dans la ouhe de Debyedéroit exponentiellement.réemment mis en évidene. La modélisation de ette double ouhe est présentée de façonpédagogique et omparée aux autres modèles par Friedmann, Amiri & Aït-Mokhtar [5℄.La �gure 2.2 permet de visualiser la double ouhe életrique par une représentationshématique des positions ioniques et du potentiel életrique en prohe paroi. Ces deuxouhes limites ont été modélisées mathématiquement par une ondition à la limite ditede Stern [13℄ :
∂xφ = ±µ

√

β(φ − φ0) pourx = ±1, (2.13)où µ = λ/λs est le rapport entre la longueur de Debye λ et l'épaisseur de la ouhede Stern λs et φ0 est le potentiel életrique appliqué à la paroi. On remarque que etteondition à la limite ressemble à la ondition de Dirihlet qui aurait été pertinente enl'absene de double ouhe életrique. La présene de la dérivée normale de potentielpermet de prendre en ompte les gradients dus à la ouhe de Stern.2.4 ProblématiqueLes onsidérations théoriques des paragraphes préédents permettent de modéliser leproblème à l'aide du système d'équations :
△φ = β

2
(c− − c+), (2.14)

∂tc
+ = ∂x(∂xc

+ + c+∂xφ), (2.15)
∂tc

− = ∂x(∂xc
− − c−∂xφ), (2.16)



2.4. Problématique 10muni des onditions aux limites suivantes :
∂xφ = ±µ

√
β(φ − φ0) pour x = ±1, (2.17)

j+ = ∂xc
+ + c+∂xφ = 0 pour x = ±1, (2.18)

j− = ∂xc
− − c−∂xφ = 0 pour x = ±1. (2.19)Le problème ainsi obtenu est onnu dans la littérature sous le nom de problème de Poisson�Nernst�Plank à ouhe limite de Stern. Il fait intervenir trois équations ouplées sur lepotentiel életrique et les onentrations ioniques. Compte tenu des onditions aux limitesd'imperméabilité des parois, la onentration moyenne de haque ion se onserve dans letemps et l'on pose :
∫ 1

−1
c+dx = 2, (2.20)

∫ 1

−1
c−dx = 2. (2.21)Ces relations permettent notamment de maintenir l'életrolyte életriquement neutre. Parla suite, on introduit les deux variables c et ρ dé�nies par :

c = c+ + c−, (2.22)
ρ = c+ − c−, (2.23)pour travailler dans la suite ave les variables (φ, c, ρ). Partant de (2.15) et (2.16) et entenant ompte des onditions aux limites (2.17-2.19), on obtient le système :
△φ = −β

2
ρ, (2.24)

∂tc = ∂x(∂xc + ρ ∂xφ), (2.25)
∂tρ = ∂x(∂xρ + c ∂xφ), (2.26)muni des onditions aux limites :

∂xφ = ±µ
√

β(φ − φ0) pour x = ±1, (2.27)
∂xc + ρ ∂xφ = 0 pourx = ±1, (2.28)
∂xρ + c ∂xφ = 0 pourx = ±1. (2.29)Ave es variables, la onservation des espèes himiques dans le domaine s'érit :

∫ 1

−1
c dx = 4, (2.30)

∫ 1

−1
ρ dx = 0. (2.31)



Chapitre 3
Formulations et étude analytiques

Avant de se laner dans l'étude numérique du problème, il est important d'avoirquelques orientations analytiques pour posséder des moyens de validation numérique etinterprêter les résultats.3.1 États de base stationnairesDans ette étude, on ne s'intéresse qu'aux solutions stationnaires, 'est-à-dire véri�ant :
0 = ∂x(∂xc

+ + c+∂xφ), (3.1)
0 = ∂x(∂xc

− − c−∂xφ), (3.2)que l'on munit des onditions aux limites (2.18) et (2.19). En intégrant une fois, onobtient :
0 = ∂xc

+ + c+∂xφ, (3.3)
0 = ∂xc

− − c−∂xφ, (3.4)les onstantes d'intégration sont nulles d'après les onditions aux limites. Finalement, ona :
c+ = e−φ+k1, (3.5)
c− = eφ+k2, (3.6)où k1 et k2 sont des onstantes d'intégration. On note au passage que les deux onditionsen x = −1 et x = 1 pour haque hamp ne �xent qu'une des deux onstantes d'intégration.L'indétermination est levée en imposant les onentrations moyennes de c+ et c−.Par soui de simpli�ation, on pose :
k1 = γ−δ

2
, (3.7)

k2 = γ+δ
2

. (3.8)



3.2. Formulation perturbative 12En injetant les expressions de c+ et c− dans le hangement de variables (2.22-2.23), onobtient :
c = 2 eγ cosh(φ + δ), (3.9)
ρ = −2 eγ sinh(φ + δ), (3.10)où γ et δ sont déterminés par des ontraintes sur les onentrations moyennes.En remplaçant la densité de harges ρ dans l'équation (2.24), on obtient l'équationdé�nissant le potentiel életrique φ à l'état stationnaire :
△φ = β eγ sinh(φ + δ), (3.11)

∂xφ = ±µ
√

β(φ − φ0) pourx = ±1. (3.12)On remarque que ette équation est similaire à elle de Poisson�Boltzmann pour laquelle
γ = δ = 0. D'autre part, pour φ0 = 0, on remarque que la solution triviale φ ≡ 0,
δ = γ = 0 est toujours solution.3.2 Formulation perturbativeOn développe les inonnues (φ, c et ρ) omme étant la somme d'un état de base noté(Φ, C et ̺) et d'une perturbation in�nitésimale que l'on déompose en modes normaux(φ̃, c̃ et ρ̃ sont les amplitudes des perturbations et σ le taux d'aroissement temporel dela perturbation) :

φ = Φ + φ̃ eσ t, (3.13)
c = C + c̃ eσ t, (3.14)
ρ = ̺ + ρ̃ eσ t. (3.15)On linéarise les équations autour de l'état de base. Le système ontr�lant l'évolutiontemporelle et spatiale des perturbations s'érit :
△φ̃ = −β

2
ρ̃, (3.16)

σc̃ = ∂x(∂xc̃ + ̺∂xφ̃ + ρ̃∂xΦ), (3.17)
σρ̃ = ∂x(∂xρ̃ + C∂xφ̃ + c̃∂xΦ), (3.18)ave les onditions aux limites :

∂xφ̃(±1) = ±µ
√

β φ̃(±1), (3.19)
∂xc̃ + ̺ ∂xφ̃ + ρ̃ ∂xΦ = 0 pour x = ±1, (3.20)
∂xρ̃ + C ∂xφ̃ + c̃ ∂xΦ = 0 pour x = ±1. (3.21)La onservation des espèes implique également que :

∫ 1

−1
c̃ dx = 0, (3.22)

∫ 1

−1
ρ̃ dx = 0. (3.23)



3.4. Spetre analytique 133.3 Bifurations primairesCaluler les points de bifuration autour de la solution triviale peut se faire en linéa-risant (3.11) et (3.12) autour de ette solution. En pratique, posons φ = Φ + φ⋆ où φ⋆ estune perturbation in�nitésimale. On rappelle que la solution triviale s'érit Φ ≡ 0 pour
φ0 = 0 et pour tout (µ, β). À ette solution orrespondent δ = 0 et γ = 0. L'équation del'état de base perturbé devient don :

△φ⋆ = β sinh(φ⋆). (3.24)La perturbation étant in�nitésimale, on peut approximer sinh(φ) par φ + φ3/3! + O(φ5).En ne retenant que les termes d'ordre 1, le problème (3.11-3.12) devient :
△φ⋆ = βφ⋆, (3.25)

∂xφ
⋆ = ±µ

√
βφ⋆ pour x = ±1. (3.26)La solution s'obtient trivialement et s'érit à une onstante multipliative près :

φ⋆ = e
√

βx + k3e
−
√

βx, (3.27)où k3 est une onstante indéterminée. Les onditions aux limites permettent d'érire :
(1 − µ)e

√
β = k3(1 + µ)e−

√
β , (3.28)

(1 + µ)e−
√

β = k3(1 − µ)e
√

β. (3.29)On déduit k3 de (3.29) :
k3 =

1 + µ

1 − µ
e−2

√
β. (3.30)On injete e résultat dans (3.28) pour obtenir l'expression du paramètre ritique βcauquel se loalisera la bifuration primaire :

βc =
1

16

(

ln
(1 + µ)2

(1 − µ)2

)2

. (3.31)Des résultats identiques mais obtenus à tout φ0 et détaillant le type de bifuration (bi-furation vers une solution symétrique ou non) ont été obtenus par Plouraboué & Chang [10℄.3.4 Spetre analytiqueLa reherhe de solutions analytiques onernant les taux d'aroissement des pertur-bations autour d'un état de base est notamment motivée par le soui de valider le odenumérique mis en plae dans la suite.On onsidère arbitrairement l'état de base trivial : Φ ≡ 0 qui orrespond à C ≡ 2 et
̺ ≡ 0 (relations (3.9) et (3.10)). Le système (3.16-3.21) permet de poser le problème aux



3.4. Spetre analytique 14perturbations suivant :
△φ̃ = −β

2
ρ̃, (3.32)

σc̃ = △c̃, (3.33)
σρ̃ = △ρ̃ + 2△φ̃, (3.34)muni des onditions aux limites :

∂xφ̃(±1) = ±µ
√

β φ̃(±1), (3.35)
∂xc̃ = 0 pour x = ±1, (3.36)

∂xρ̃ + 2 ∂xφ̃ = 0 pour x = ±1. (3.37)En injetant (3.32) dans (3.34), on obtient :
△ρ̃ = (σ + β)ρ̃. (3.38)En outre, on impose les relations (3.22) et (3.23) : ∫ 1

−1
c̃ =

∫ 1

−1
ρ̃ = 0. Comme on peutle onstater, c̃ est déouplée des autres variables et l'on peut don résoudre séparémentl'équation en c̃.Modes propres de la forme (c̃, 0)La résolution de l'équation en c̃ renseigne sur les modes propres de la forme (c̃, ρ̃ = 0).La solution générale de l'équation (3.33) à un oe�ient multipliatif près ((c̃, ρ̃) étant unmode propre) s'érit :

c̃ = e
√

σx + Ae−
√

σx, (3.39)où A est une onstante indéterminée. Les onditions aux limites de Neumann homogènesur c̃ imposent :
e
√

σ − Ae−
√

σ = 0, (3.40)
e−

√
σ − Ae

√
σ = 0, (3.41)qui entraîne 1 − A2 = 0. Cela nous permet de dresser deux as. Tout d'abord, A = 1orrespond à une solution symétrique dont la ondition à la limite amène sinh(

√
σ) = 0,e qui implique :

σ = −(n + 1)2π2, (3.42)où n ∈ N. Le as σ = 0 n'est pas admis ar il entraîne c̃ = onstante 6= 0, ne véri�antpas la ontrainte (3.22) sur l'intégrale de la perturbation. Le seond as A = −1 entraîne
cosh(

√
σ) = 0, et don :

σ = −(2n + 1)2 π2

4
, (3.43)où n ∈ N.



3.4. Spetre analytique 15Modes propres de la forme (0, ρ̃)La résolution du système portant sur ρ̃ et φ̃ renseigne sur les modes propres de laforme (c̃ = 0, ρ̃). Les solutions générales des équations (3.32) et (3.38) s'érivent :
ρ̃ = e

√
σ+βx + Be−

√
σ+βx, (3.44)

φ̃ = − β
2(σ+β)

(

e
√

σ+βx + Be−
√

σ+βx
)

+ Cx + D, (3.45)ave B, C et D les onstantes d'intégration.La somme des onditions aux limites (3.35) entraîne :
(B − 1)

[

β√
σ + β

cosh(
√

σ + β) − µβ3/2

σ + β
sinh(

√

σ + β)

]

+ 2C(1 − µ
√

β) = 0. (3.46)La di�érene de es deux mêmes onditions aux limites donne :
(B + 1)

[

µβ3/2

σ + β
cosh(

√

σ + β) − β√
σ + β

sinh(
√

σ + β)

]

− 2µ
√

βD = 0. (3.47)On applique aussi les onditions ouplées entre ρ̃ et φ̃ (3.37). La somme des onditionsaux deux parois donne :
(1 − B)

(

√

σ + β − β√
σ + β

)

cosh(
√

σ + β) + 2C = 0, (3.48)la di�érene de es deux onditions entraîne :
(1 + B)

(

√

σ + β − β√
σ + β

)

sinh(
√

σ + β) = 0. (3.49)Si l'on traite la relation (3.49), on peut distinguer 3 as. Tout d'abord, le as où
sinh(

√
σ + β) = 0 entraîne :

σ = −(n + 1)2π2 − β, (3.50)ave n ∈ N. Le deuxième as est : √σ + β − β√
σ+β

= 0, qui donne :
σ = 0. (3.51)Cependant, ette solution ne véri�e pas la ontrainte (3.23) sur l'intégrale de la perturba-tion en densité de harges, ar B 6= −1 ⇒
∫ 1

−1
(e

√
βx +Be−

√
βx)dx 6= 0. En�n, le troisièmeas, plus omplexe : B = −1. On remarque que e as onerne des perturbations qui sontantisymétriques en densité de harges et en potentiel életrique, puisque (3.47) ⇒ D = 0.La relation (3.48) permet de déduire : C = −

(√
σ + β − β√

σ+β

)

cosh(
√

σ + β). On in-jete les onstantes trouvées dans la relation (3.46), qui permet de trouver l'équationtransendante suivante :
1 − µ

√

β +
µβ3/2

σ + β
=

µβ3/2

(σ + β)3/2
tanh(

√

σ + β). (3.52)



3.4. Spetre analytique 16Analyse du spetreDans ette partie, on a trouvé les taux d'aroissement des perturbations autour del'état de base trivial, à savoir autour de (Φ = 0, C = 2, ̺ = 0) pour φ0 = 0.Réapitulons les relations sur σ obtenues :
σ = −(n + 1)2π2, (3.53)
σ = −(2n + 1)2 π2

4
, (3.54)

σ = −(n + 1)2π2 − β, (3.55)
1 − µ

√
β + µβ3/2

σ+β
= µβ3/2

(σ+β)3/2
tanh(

√
σ + β), (3.56)ave n ∈ N. Les relations (3.53) et (3.54) donnent les taux de roissane assoiés aux modespropres de la forme (c̃, 0), tandis que la relation (3.55) et l'équation transendante (3.56)donnent les taux de roissane assoiés aux modes propres de la forme (0, ρ̃).Il est intéressant de noter que parmi tous les ensembles ités i-dessus, seule l'équationtransendante (3.56) permet à σ d'être positif, et don d'identi�er un mode instable. Paronséquent, on peut restreindre l'analyse de stabilité analytique à l'étude de l'équationtransendante. Celle-i fait notamment apparaître une singularité en β = 1/µ2. Cettesingularité se manifeste par la divergene d'une valeur propre. L'évolution de ette va-leur propre ainsi que l'identi�ation d'une bifuration sont représentées sur la �gure 3.1.Physiquement, ette singularité pose un problème, ar elle orrespond à un taux de rois-sane in�ni. Or, le système étudié devant être dissipatif, il semble impossible d'obtenirdes omportements de e type.On notera pour �nir que les bifurations sont assoiées à σ = 0 dans l'équation trans-endante. Cela nous permet d'obtenir l'équation suivante :

µ tanh(
√

β) = 1, (3.57)qui donne une relation légèrement di�érente de (3.31) :
βc =

1

4

(

ln
1 + µ

µ − 1

)2

. (3.58)
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Fig. 3.1 � Comportement de la valeur propre divergente � losange plein : bifuration. Cettevaleur propre est négative puis diverge en βs = 0.25 pour réapparaître positive et déroissante.Elle redevient négative en βc = 0.3017.



Chapitre 4
Méthodes numériques
4.1 DisrétisationLe problème onsidéré est un problème 1D posé sur un domaine �ni. Il est don àgéométrie simple. Ainsi, a�n d'avoir une bonne approximation des solutions et un bonompromis "temps de alul/préision numérique", on utilise une méthode spetrale pourapproximer numériquement les solutions stationnaires des équations.MaillageComme expliqué dans le hapitre 2, deux ouhes limites életriques peuvent se déve-lopper aux bords du domaine et entraîner des impréisions redoutables dans la résolutionpour un maillage quelonque. Ainsi, il sera béné�que de disposer d'un maillage ra�nédans es zones de forts gradients a�n d'avoir la meilleure représentation possible des phé-nomènes limites. Dans e soui et dans elui de mailler la paroi pour appliquer la onditionà la limite, nous avons opté pour une distribution de points de maillage dite de Gauss�Lobatto�Legendre, lassiquement utilisée ave les méthodes spetrales. Cette distributionest intéressante ar elle est d'une part assoiée à des formules de quadrature de haut degréet ar elle resserre les points aux bords du domaine, don dans les zones de ouhe limite(�gure 4.1).

−1 0 1
xFig. 4.1 � Distribution de 15 points de Gauss�Lobatto�Legendre dans l'intervalle [−1, 1]. Ladensité de points est en 1/N au entre du domaine et en 1/N2 aux bords.



4.2. Méthodes de ontinuation 19Base polynomialeOn utilisera les polyn�mes de Lagrange omme base de l'espae des solutions. Onrappelle que si hi est le polyn�me de Lagrange assoié au i-ème point de maillage et si ladisrétisation repose sur N points :
hi(x) =

N
∏

j=1,j 6=i

x − xj

xi − xj
. (4.1)Un intérêt de l'utilisation de tels polyn�mes est qu'ils véri�ent : hi(xj) = δij où δij estle symbole de Kroneker. Cei failite grandement le post-traitement des résultats etpermet une visualisation et une exploitation des résultats immédiates. À l'aide de ettedisrétisation, si l'on herhe à approximer une fontion f , il vient :

f(x) ∼= fN(x) =
∑

i

fihi(x), (4.2)où fi est la valeur numérique de la fontion f au i-ème point du maillage.Il sera aussi très utile par la suite d'érire les dérivées de fontions aux noeuds demaillage grâe à es polyn�mes :
∂xf(xj) ∼=

∑

i

fi h′
i(xj) =

∑

i

fi dji, (4.3)ave dij le terme général de la matrie de dérivation [3℄.Quadrature de Gauss�LobattoEn�n, la quadrature de Gauss�Lobatto est un outil très e�ae pour le traitementnumérique des formulations variationnelles. Elle onsiste à approximer une intégrale parune somme disrète pondérée omme suit :
∫

D

f(x)dx =

N
∑

i=0

wif(xi) + e, (4.4)où les {xi}i=0,N sont les points de Gauss�Lobatto du domaine D, {wi}i=0,N les poidsassoiés à es points et e l'erreur d'approximation qui est nulle si f ∈ P2n+1.4.2 Méthodes de ontinuationLorsque l'on s'intéresse à une physique donnée, il est intéressant dans un premier tempsde onnaître un maximum de solutions des équations relatives au problème. Cependant,il est oûteux en temps de alul et n'apporte d'informations que de manière très isolée
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λ

u

λ0 λ1

u0

u1

△s

( ~̃u1, λ̃1)

Fig. 4.2 � Suivi d'une branhe de solutions par une méthode de ontinuation "pseudo ar-length". La phase de prédition a lieu sur la tangente, en ( ~̃u1, λ̃1). La orretion se fait orthogo-nalement vers ( ~u1, λ1).sur l'ensemble des paramètres physiques de aluler les solutions pour di�érentes valeursdes paramètres physiques.Keller a été un pionnier dans l'élaboration de méthodes mathématiques appliquéesà la physique permettant de traer des diagrammes de bifuration. Les méthodes qu'ilommença à développer s'appellent méthodes de ontinuation [8℄. Elles permettent derésoudre des équations di�érentielles ordinaires aussi bien que des équations algébriquespour une large gamme de paramètres. On onsidère le problème di�érentiel ordinaire
F (~u, λ) = 0 où ~u est la solution du problème physique et λ le paramètre de l'étude. Àpartir d'une solution ( ~u0, λ0), les méthodes de ontinuation tentent de suivre les branhesde solutions ~u(λ) dans un intervalle donné de variation de λ. Béné�iant de plus de 30années de développement, es méthodes permettent en outre de loaliser des points debifuration ainsi que de aluler la stabilité de solutions tout au long des branhes, equi en fait un outil de hoix pour l'analyse non-linéaire. Le ongrès d'Aussois [6℄ permetde se rendre ompte de la diversité des possibilités o�ertes par es méthodes et on�rmel'intérêt grandissant pour es dernières.Pour ette étude, nous avons utilisé un ode de ontinuation open-soure nomméAuto [1℄, qui est atuellement une référene pour les systèmes disrétisés formés d'uneentaine d'équations di�érentielles ordinaires. Il utilise une méthode de ontinuation dite"pseudo ar-length", qui onsiste, à partir d'une solution ( ~u0, λ0), à prédire ( ~̃u1, λ̃1) sur latangente au hemin ~u(λ), puis à orriger orthogonalement par une méthode de point �xepour onverger vers ( ~u1, λ1) (shéma 4.2). Le système assoié s'érit :

F ( ~u1, λ1) = 0, (4.5)
( ~u1 − ~u0) · ~̇u0 + (λ1 − λ0) · λ̇0 −△s = 0, (4.6)où (4.6) est la relation dé�nissant le aratère "pseudo ar-length" de la méthode, ( ~̇u0, λ̇0)



4.3. Mise en oeuvre 21est la tangente au hemin ~u(λ) au point ( ~u0, λ0), et △s la longueur de l'ar souhaité. Leouple ( ~u1, λ1) est en général obtenu par une méthode itérative de point �xe de type New-ton, qui, une fois tous les développements e�etués, amène à résoudre à haque itération :
(

∂Fi

∂uj

∂F
∂λ

~̇u λ̇

)

(

△~u
△λ

)

=

(

F (~u, λ)

(~u − ~u0) · ~̇u0 + (λ − λ0) · λ̇0 −△s

)

, (4.7)où △~u et △λ sont les orretions suessives de l'évaluation de la solution ourante :
(~u, λ) → (~u −△~u, λ −△λ). (4.8)La mise en oeuvre de telles méthodes est expliitée plus en détail par Seydel [12℄.Pour mettre en plae de telles méthodes, plusieurs tenseurs numériques sont nées-saires. Il faut tout d'abord disposer du alul de la fontionnelle dont on herhe lesraines : F (~u, λ). Dans notre as, ette fontionnelle sera la partie stationnaire des équa-tions de Nernst-Plank, i.e. sans la dérivée temporelle. Il est aussi néessaire de posséderla Jaobienne du système, 'est-à-dire la dérivée de la fontionnelle par rapport aux in-onnues en haque point de maillage, de terme général : ∂Fi/∂uj. En�n, dernier élémentindispensable pour la programmation d'une ontinuation : la dérivée de la fontionnellepar rapport au paramètre de ontinuation, e qui a été noté ∂F/∂λ dans ette setion.Notons que la seonde ligne de la matrie (4.7) est automatiquement générée par Autoar elle n'est pas dépendante du problème.4.3 Mise en oeuvre4.3.1 État de baseAlgorithmeOn se propose de résoudre numériquement le problème posé en (3.11,3.12) :

△φ = βeγ sinh(φ + δ), (4.9)
∂xφ = ±µ

√
β(φ − φ0) pourx = ±1, (4.10)auquel on rajoute les onditions intégrales sur c et ρ pour �xer γ et δ :

∫ 1

−1
c dx =

∫ 1

−1
2eγ cosh(φ + δ)dx = 4, (4.11)

∫ 1

−1
ρ dx =

∫ 1

−1
−2eγ sinh(φ + δ)dx = 0. (4.12)On réérit tout d'abord l'équation (4.9) en formulation variationnelle en nommant ϕla fontion test, et on développe le terme laplaien en intégrant par parties, e qui donne :

−〈∂xφ, ∂xϕ〉 + [∂xφ ϕ]1−1 = β〈sinh(φ), ϕ〉, (4.13)



4.3. Mise en oeuvre 22où le produit salaire désigne l'intégrale sur tout le domaine du produit des fontions.Dans ette formulation, les onditions aux limites sont impliitement prises en omptevia le terme [∂xφ ϕ]1−1. À l'aide du modèle de disrétisation à N points présenté dans lapartie préédente et en hoisissant les polyn�mes de Lagrange omme fontions tests, onse ramène au système suivant pour 1 ≤ j ≤ N :
∑

i,k

wkφidkidkj − µ
√

β[(φ1 − φ0)δj1 + (φN − φ0)δjN ] + βwje
γ sinh(φj + δ) = 0. (4.14)De plus, les onditions supplémentaires se alulent failement grâe à la quadrature deGauss�Lobatto :

∑

k wke
γ cosh(φk + δ) − 2 = 0, (4.15)

∑

k wk sinh(φk + δ) = 0. (4.16)La méthode de Newton�Raphson envisagée onsiste alors à herher les zéros de la fon-tionnelle N dé�nie par :
Nj =

∑

i,k

wkφidkidkj − µ
√

β[(φ1 − φ0)δj1 + (φN − φ0)δjN ] + βwje
γ sinh(φj + δ), (4.17)pour 1 < j < N , et :

NN+1 =
∑

k

wke
γ cosh(φk + δ) − 2, (4.18)

NN+2 =
∑

k

wk sinh(φk + δ). (4.19)L'utilisation d'une telle méthode néessite la Jaobienne de la fontionnelle ~N . En onsi-dérant le veteur ~u = (φ, γ, δ) omme inonnu de e problème, la Jaobienne relative àl'équation de base s'érit :
dNij =

∑

wkdkidkj − µ
√

β(δi1δj1 + δiNδjN) + βwj cosh(φj)δij ∀i, j ∈ [1, N ], (4.20)ave les dérivées paramétriques :
dNi,N+1 = βwi sinh(φi + δ) ∀i ∈ [1, N ], (4.21)
dNi,N+2 = βwi cosh(φi + δ) ∀i ∈ [1, N ]. (4.22)Les ontributions des onditions supplémentaires pour la Jaobienne s'érivent :
dNN+1,j = wje

γ sinh(φj + δ) ∀j ∈ [1, N ], (4.23)
dNN+2,j = wj cosh(φj + δ) ∀j ∈ [1, N ], (4.24)

dNN+1,N+1 =
∑

wke
γ cosh(φk + δ), (4.25)

dNN+1,N+2 =
∑

wke
γ sinh(φk + δ), (4.26)

dNN+2,N+1 = 0, (4.27)
dNN+2,N+2 =

∑

wk cosh(φk + δ). (4.28)La méthode utilisée onsiste alors à herher d~u véri�ant d~u = dN−1 ~N(~u), puis à or-riger ~u de la manière suivante : ~u = ~u−d~u. On répète et algorithme jusqu'à onvergene,'est-à-dire jusqu'à e que d~u soit petit.
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Fig. 4.3 � Erreur de onvergene de la méthode de Newton�Raphson en fontion de l'itération.Lors des premières itérations, l'erreur, dé�nie par ||~uobtenu−~usolution||2 déroit sensiblement pouravoir une onvergene quadratique au voisinage de la solution, ii à partir de la 5-ème itération.Le alul de l'état de base tel que présenté permet de aluler toutes les solutionsdu problème. Il servira à aluler l'état initial à partir duquel on utilisera la méthode deontinuation présentée pour traer les diagrammes de bifuration.ValidationPour valider le alul de l'état de base, on va véri�er le omportement de la méthodeainsi que son résultat.Considérons le as simple où φ0 = 0 et φ ≡ 0. Dans e as préis, les onditionsintégrales imposent δ = 0 et γ = 0. Fixons µ = 2 et β = 0.3 et travaillons ave 41points de maillage (le problème ayant des symétries par rapport au point x = 0, il estintéressant d'adopter un nombre impair de points a�n d'avoir des informations sur lepoint entral). Si l'on initialise le veteur solution (φ, δ, γ) à 1 partout, on obtient leomportement de l'erreur de onvergene illustré sur la �gure 4.3. On remarque que durantles premières itérations, l'erreur de onvergene diminue peu. Cela s'explique par le hoixde l'initialisation, assez éloignée de la solution et par la méthode hoisie qui est trèssensible à son initialisation. Ensuite, l'erreur de onvergene diminue progressivement,jusqu'à atteindre un bassin de onvergene à partir de la 5-ème itération, où la onvergeneest quadratique. Les aratéristiques observées sont typiques des méthodes de Newton�Raphson et attestent bien de la programmation orrete d'une telle méthode. De plus, lasolution en potentiel életrique obtenue possède une norme 2 de l'ordre du zéro mahine,prouvant que l'on a onvergé vers la solution identiquement nulle. Cette solution entraînede manière triviale c ≡ 2 et ρ ≡ 0.En�n, si l'on tente de déduire de l'équation de Poisson l'intégrale de la densité de



4.3. Mise en oeuvre 24harges, on trouve un nouvel élément de validation :
∫ 1

−1

△φdx = −β

2

∫ 1

−1

ρ. (4.29)L'intégrale de ρ étant nulle d'après la ondition (2.31), on obtient :
[∂xφ]1−1 = 0, (4.30)soit :

φ(1) + φ(−1) − 2φ0 = 0. (4.31)Cette ondition est bien entendu véri�ée par la solution triviale.D'autres solutions non-triviales que nous présenterons dans les résultats ont été testéessuivant les ritères évoqués i-dessus et ont permis de valider la programmation de l'étatde base.4.3.2 FontionnelleAlgorithmeA�n d'utiliser une méthode de ontinuation sur le système de Poisson�Nernst�Plank,il est néessaire de disrétiser la fontionnelle dont on herhe les raines. Notre hoixayant été de travailler ave c et ρ omme inonnues, ette fontionnelle sera le seondmembre des équations de Nernst�Plank à φ onnu. Ces équations s'érivent :
∂tc = ∂x(∂xc + ρ ∂xφ), (4.32)
∂tρ = ∂x(∂xρ + c ∂xφ), (4.33)munies des onditions aux limites :

∂xc + ρ ∂xφ = 0 pour x = ±1, (4.34)
∂xρ + c ∂xφ = 0 pour x = ±1. (4.35)Traitons (4.32) en formulation faible. Après avoir intégré par parties le seond membre,on trouve :
〈∂tc, ϕ〉 = −〈∂xc + ρ ∂xφ, ∂xϕ〉, (4.36)le terme lié au bord étant nul grâe à la ondition aux limites (4.34). En utilisant la mêmedisrétisation que préédemment, et en divisant le seond membre par les poids issus dumembre de gauhe, on obtient :

∂tcj = −
∑

i,k

wk

wj
cidkidkj −

∑

i,k

wk

wj
ρkφidkidkj. (4.37)De la même façon, l'équation (4.35) se disrétise omme suit :

∂tρj = −
∑

i,k

wk

wj
ρidkidkj −

∑

i,k

wk

wj
ckφidkidkj. (4.38)



4.3. Mise en oeuvre 25On peut maintenant érire la fontionnelle omplète :
FJ =

∑

i,k

wk

wj

cidkidkj −
∑

i,k

wk

wj

ρkφidkidkj pour J = j, (4.39)
FJ =

∑

i,k

wk

wj
ρidkidkj −

∑

i,k

wk

wj
ckφidkidkj pour J = j + N. (4.40)En�n, dans le but de onserver les ontraintes sur la onentration moyenne et la densitéde harge moyenne, il faut imposer les relations intégrales :

∫ 1

−1

c dx = 4 ⇒
∑

i

wici = 4, (4.41)
∫ 1

−1

ρ dx = 0 ⇒
∑

i

wiρi = 0. (4.42)En isolant la valeur des hamps au point xl, on obtient :
cl = 4

wl
−∑i6=l

wici

wl
, (4.43)

ρl = −∑i6=l
wiρi

wl
. (4.44)Pour obtenir la version disrète de la fontionnelle utilisée, il su�t en�n de remplaerhaque ourene de cl et ρl dans (4.39) et (4.40) par les relations i-dessus, puis desupprimer les lignes Fl et Fl+N qui sont devenues des ombinaisons linéaires des autres.ValidationA�n de valider la disrétisation de la fontionnelle, on peut se baser sur la stationnaritédes solutions reherhées qui sont don des raines de la fontionnelle. On peut ainsivéri�er si la fontionnelle renvoie bien 0 lorsqu'elle est appliquée aux solutions provenantdu alul de l'état de base.Lors du proessus de validation, plusieurs solutions ont été testées ave suès, ommepar exemple la solution triviale (φ ≡ 0) pour µ = 2, β = 0.3, φ0 = 0 et 41 points demaillage, qui permet de aluler un seond membre dont la norme 2 est de l'ordre de

10−9, garantissant un résultat très voisin de 0.Pour se onvainre dé�nitivement de la validité du seond membre programmé, nousnous en sommes également servi dans une intégration en temps de type Runge�Kutta. Lebut était de voir si les solutions autour d'une bifuration présentaient bien un éhangede stabilité. La solution triviale a notamment été testée pour les mêmes paramètres quei-dessus au voisinage de la bifuration identi�ée en βc = 0.3017 d'après la relation (3.31).On a pu noter qu'en β = 0.29, la solution s'éartait progressivement de son état initial,les perturbations numériques s'ampli�ant de façon exponentielle, témoignant ainsi del'instabilité de la solution. De l'autre �té, en β = 0.31, la solution reste identique, mêmeaux temps longs. Les perturbations numériques se sont don toutes atténuées, permettantde déduire que la solution est stable. Cette di�érene de stabilité de part et d'autre dela bifuration permet d'apporter un autre élément de validation pour la fontionnelle,laquelle semble don orretement programmée.



4.3. Mise en oeuvre 264.3.3 JaobienneAlgorithmeLa Jaobienne J du système linéarisé autour de la solution (Φ, C, ̺) est dé�nie à l'aidedu système aux perturbations(3.16-3.18) par :
σ

(

c̃
ρ̃

)

= ∂x

(

∂xc̃ + ̺∂xφ̃ + ρ̃∂xΦ

∂xρ̃ + C∂xφ̃ + c̃∂xΦ

)

= J

(

c̃
ρ̃

) (4.45)ave △φ̃ = −β
2
ρ̃ ainsi que les onditions aux limites :

∂xφ̃(±1) = ±µ
√

β φ̃(±1), (4.46)
∂xc̃ + ̺ ∂xφ̃ + ρ̃ ∂xΦ = 0 pour x = ±1, (4.47)
∂xρ̃ + C ∂xφ̃ + c̃ ∂xΦ = 0 pour x = ±1. (4.48)La fontionnelle onsidérée étant issue des équations de Nernst�Plank, on peut alors seservir de l'équation de Poisson pour exprimer la perturbation en potentiel életrique φ̃ enfontion de la perturbation en densité de harges ρ̃. Puis, on l'injetera dans les autreséquations a�n de pouvoir aluler la Jaobienne assoiée à la fontionnelle dé�nie.La disrétisation de l'équation sur φ̃ munie des onditions aux limites (4.46) se fait dela même manière que elle du laplaien que l'on avait pour l'état de base :
−〈∂xφ̃, ∂xϕ〉 + [∂xφ̃ ϕ]1−1 = −β

2
〈ρ̃, ϕ〉. (4.49)Le seond terme de l'équation fait intervenir expliitement les onditions aux limites, etpermet don d'érire pour 1 ≤ j ≤ N , après avoir disrétisé omme préédemment ethoisi les polyn�mes de Lagrange omme fontions tests :

−
∑

i,k

wkφ̃idkidkj + µ
√

β(φ̃1δj1 + φ̃NδjN) = −β

2
wjρ̃j . (4.50)Ce système linéaire peut s'érire sous forme matriielle :

Laφ̃ = Lbρ̃, (4.51)où La
ij = −

∑

k wkdkidkj + µ
√

β(δi1δj1 + δiNδjN) et Lb
ij = −β

2
wjδij . L'utilisation de tellesonditions aux limites pour le laplaien permet notamment de le rendre inversible. Onpourra ainsi exprimer φ̃ grâe à la relation numérique suivante :

φ̃ = L ρ̃, (4.52)ave L = La−1

Lb.On onsidère maintenant les équations de Nernst�Plank (4.45) en formulation varia-tionnelle. La première équation donne :
σ〈c̃, ϕ〉 = 〈∂x(∂xc̃ + ̺ ∂xφ̃ + ρ̃ ∂xΦ), ϕ〉. (4.53)



4.3. Mise en oeuvre 27On intègre par parties le seond membre. Le terme lié au bord généré par l'intégrationn'est autre que la ondition aux limites, nulle dans notre as. L'équation se simpli�e donen :
σ〈c̃, ϕ〉 = −〈∂xc̃ + ̺ ∂xφ̃ + ρ̃ ∂xΦ , ∂xϕ〉. (4.54)Après disrétisation, on peut diviser le membre de droite par les poids wj issus du termede gauhe. De plus, on a démontré dans le paragraphe préédent que l'on pouvait extraire

φ̃ grâe à la relation (4.52). On injete don φ̃ dans notre alul :
σc̃j = −

∑

i,k

wk

wj
c̃idkidkj −

∑

i,k,m

wk

wj
̺kdkmdkjLmiρ̃i −

∑

k,m

wk

wj
ρ̃kdkmdkjΦm. (4.55)La deuxième équation de Nernst�Plank est très similaire à elle-i et se disrétisera dela même façon. Il en résulte :

σρ̃j = −
∑

i,k

wk

wj

ρ̃idkidkj −
∑

i,k,m

wk

wj
CkdkmdkjLmiρ̃i −

∑

k,m

wk

wj

c̃kdkmdkjΦm. (4.56)Les équations (4.55) et (4.56) peuvent don être formulées omme un système linéariséportant sur un veteur à 2N inonnues : N inonnues onernant la disrétisation de c̃et N inonnues onernant elle de ρ̃. La matrie M assoiée à e système sera don unematrie 2N × 2N omposée des 4 blos. Le système se présente alors sous la forme :
σ

(

c̃
ρ̃

)

=

(

A B
Γ ∆

)(

c̃
ρ̃

)

= ¯̄M

(

c̃
ρ̃

)

, (4.57)où :
Aji = −

∑

k

wk

wj
dkidkj, (4.58)

Bji = −
∑

k,m

wk

wj
̺kdkmdkjLmi −

∑

m

wi

wj
dimdijΦm, (4.59)

Γji = −
∑

m

wi

wj
dimdijΦm, (4.60)

∆ji = −
∑

k

wk

wj
dkidkj −

∑

k,m

wk

wj
CkdkmdkjLmi. (4.61)En�n, il ne reste plus qu'à utiliser les onditions supplémentaires sur c̃ et ρ̃ pourobtenir la Jaobienne de la fontionnelle. On rappelle l'expression de es onditions :

∫ 1

−1

c̃ dx = 0, (4.62)
∫ 1

−1

ρ̃ dx = 0. (4.63)L'expression de es relations au même point que pour la fontionnelle s'érit :
c̃l = −

∑

i6=l
wic̃i

wl
, (4.64)

ρ̃l = −∑i6=l
wiρ̃i

wl
. (4.65)On proède en�n de la même façon que préédemment en remplaçant haque ourenede c̃l et ρ̃l par les relations i-dessus, e qui a pour e�et d'enlever la dépendane de laJaobienne par rapport à c̃l et ρ̃l. On peut en�n supprimer les l-ème et l+N-ème lignes etolonnes de la matrie M qui devient don la Jaobienne orrespondant à la fontionnelleérite.
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Fig. 4.4 � Évolution de l'erreur ||φ̃obtenu − φ̃solution||2 ave le nombre de points pour µ = 8,
β = 10. L'erreur est déroissante exponentiellement jusqu'à atteindre un seuil où les erreursnumériques empêhent son évolution.ValidationPour aluler la Jaobienne, nous avons tout d'abord dû exprimer numériquement lafontion φ̃ par rapport aux autres inonnues et inverser le laplaien de ette équation :

△φ̃ = −β

2
ρ̃, (4.66)muni de onditions aux limites mixtes.La disrétisation étant la même que elle hoisie pour l'état de base, à savoir unedistribution de points de Gauss�Lobatto�Legendre et une méthode spetrale, sa validitéest déjà prouvée. On véri�e quand même le résultat de ette inversion. La mise en plaed'un as test est ii triviale : on se donne ρ̃ et on alule le φ̃ assoié. On ompare ensuiteave l'expression analytique de φ̃ pour véri�er la validité du ode. Ainsi, on peut onsidérerle as test suivant : ρ̃(x) = −2µ2eµ

√
βx entraînant φ̃(x) = eµ

√
βx. Les onditions aux limitessont du même type que dans le problème réel : ∂xφ̃(±1) = µ
√

βφ̃(±1). L'étude de e astest montre une dépendane de l'erreur numérique vis-à-vis des paramètres µ et β. Ene�et, on remarque que plus es paramètres prennent des valeurs élevées, moins la préisionde la résolution est bonne. Cela est dû au développement de la ouhe limite, qui devientde plus en plus �ne lorsque l'on augmente es paramètres, et qui néessiterait don plusde points pour une interpolation orrete.On s'intéresse ii à une gamme de paramètres assez restreinte : µ ne prennant pasde valeurs supérieures à 5 et β étant plus petit que 3. Une simulation de l'évolution del'erreur en fontion du nombre de points de disrétisation pour des paramètres majorantlargement la gamme étudiée (µ = 8 et β = 10) donne les résultats présentés sur la�gure 4.4. On remarque sur e graphique que l'erreur évolue exponentiellement par rapportau nombre de noeuds du maillage, e qui est une des aratéristiques prinipales desméthodes spetrales. À partir d'un ertain nombre de points de maillage, l'erreur saturepuis augmente sensiblement à ause des erreurs numériques dues à la taille du système



4.3. Mise en oeuvre 29Spetre en c Spetre en ρ et φ

−(n + 1)2π2 −(2n + 1)2 π2

4
transendant −(n + 1)2π2 − β-9.8696 -2.4674 0.0699 -10.1696-39.4784 -22.2066 -22.2345 -39.7784-88.8264 -61.6850 -61.8791 -89.1264-157.9137 -120.9027 -121.1472 -158.2137-246.7401s -199.8595 -200.1244 -247.0401... ... ... ...Fig. 4.5 � Premières valeurs propres analytiques lassées par origine, pour β = 0.3, µ = 2 et

φ0 = 0.à inverser. A�n d'obtenir une bonne approximation des solutions, on s'intéressera donaux simulations ayant lieu uniquement une fois le seuil atteint. Ii, pour des paramètresmajorant largement la gamme étudiée, ette erreur est de l'ordre de 10−6. Celle-i étantroissante ave les paramètres µ et β, on peut don a�rmer que dans la gamme deparamètres que l'on souhaite étudier, les erreurs seront substantiellement inférieures à
10−6 et seront don satisfaisantes pourvu que le maillage soit adapté. C'est pourquoi nouséviterons d'utiliser moins de 40 points de maillage dans les simulations à venir.L'inversion de e laplaien a aussi été testée ave d'autres as test, omme une solutionen sinus hyperbolique, donnant les mêmes résultats et les mêmes onlusions.La meilleure des validations pour la Jaobienne est la omparaison entre les valeursanalytiques du taux d'aroissement σ et les résultats de simulations. Rappelons que lesrésultats analytiques sont disponibles dans le hapitre 3. On hoisit par exemple β = 0.3et µ = 2. Les premières valeurs propres alulées à partir des relations analytiques etlassées selon leur origine sont onsultables sur le tableau 4.5. La simulation numériqueave 41 points donne exatement les mêmes premières valeurs propres à la 4-ème déimale.Ces résultats sont on�rmés ave des paramètres di�érents, e qui permet d'a�rmer qu'ily a bien équivalene entre le numérique et l'analytique.4.3.4 Dérivée de la fontionnelle par rapport à βAlgorithmeA�n d'utiliser une méthode de ontinuation par rapport au paramètre β, il est nées-saire de onnaître la dérivée de la fontionnelle par rapport à e paramètre.Nous avons tout d'abord besoin de la dérivée numérique de φ par rapport à β. Pourela, on disrétise l'équation de Poisson (2.24,2.27) :

−
∑

i,k

wkφidkidkj + µ
√

β[(φ1 − φ0)δj1 + (φN − φ0)δjN ] = −β

2
wjρj . (4.67)



4.3. Mise en oeuvre 30Il s'agit maintenant de dériver par rapport à β ette équation :
−
∑

i,k

wk ∂βφi dkidkj + CLβ + CL = −1

2
wjρj , (4.68)où :

CL =
µ

2
√

β
[(φ1 − φ0)δj1 + (φN − φ0)δjN ], (4.69)

CLβ = µ
√

β(∂βφ1 δj1 + ∂βφN δjN). (4.70)Ainsi, pour onnaître la dérivée de φ par rapport à β, il su�t d'inverser le système linéairesuivant :
Lβ ∂βφ = bβ , (4.71)ave :

Lβ
ji = −

∑

i,k

wkdkidkj + µ
√

β(δj1 + δjN)δji, (4.72)
bβ
j = −1

2
wjρj −

µ

2
√

β
[(φ1 − φ0)δj1 + (φN − φ0)δjN ]. (4.73)À un c et un ρ donnés, les équations de Nernst�Plank se disrétisent omme indi-qué en (4.37) et (4.38). La dérivée par rapport à β du seond-membre (et don de lafontionnelle) de (4.37) s'érit :

∂βFJ = −
∑

i,k

wk

wj
∂βci dkidkj −

∑

i,k

wk

wj
∂β(ρkφi) dkidkj. (4.74)Or, ∂βc = 0 et ∂βρ = 0 puisque c, ρ et β sont les arguments de la fontionnelle, le seondmembre i-dessus devient :

∂βFJ = −
∑

i,k

wk

wj
ρk ∂βφi dkidkj pour J = j, (4.75)ave ∂βφi expliité préedemment. De même, le seond membre de (4.38) donne :

∂βFJ = −
∑

i,k

wk

wj

ck ∂βφi dkidkj pour J = j + N. (4.76)Une dernière hose reste à faire : appliquer les onditions supplémentaires pour êtreen aord ave la programmation dérite dans ette setion. En reprenant don les rela-tions (4.43) et (4.44), en les appliquant sur le alul de ∂βF , et en supprimant les lignes let l+N , on obtient une dérivée de la fontionnelle homogène ave la formulation adoptée.ValidationPour valider la onstrution de la dérivée de la fontionnelle par rapport à β, ons'assure tout d'abord que la dérivée de φ par rapport à β est orrete.



4.3. Mise en oeuvre 31
dβ erreur

10−3 5.2.10−4

10−4 5.3.10−5

10−5 5.1.10−6Fig. 4.6 � Erreur de ∂βφ par rapport à un shéma di�érenes �nies d'ordre 1. L'erreur, dé�niepar ||∂βφobtenu − ∂βφdi�. �nies||2 est déroissante et évolue bien proportionnellement à dβ, e quivalide la programmation de ∂βφ.

ββ0 + dββ0

(c, ρ)

(c0, ρ0)

Fig. 4.7 � Prinipe de validation de la dérivée de la fontionnelle par rapport à β. On part d'unesolution (c0, ρ0) à β0 qui sert d'initialisation à β + dβ, puis on fore l'évolution du système parrapport à β pour tenter de onverger vers (c0, ρ0, β0).La qualité de la dérivée du potentiel a été véri�ée en omparant le −−→∂βφ obtenu i-dessusave un shéma type di�érenes �nies pour φ :
∂βφ|β =

φ|β − φ|β−dβ

dβ
, (4.77)où φ|β et φ|β−dβ sont obtenus ave le solveur détaillé dans la partie "État de base". Desrésultats obtenus pour 41 points de maillage autour d'une solution non-triviale pour µ = 2,

β = 0.29 et φ0 = 0 sont reportés dans le tableau 4.6. Ces résultats montrent lairementque l'évolution de l'erreur est proportionnelle au pas en β. De plus, on voit que plus ondiminue le pas en β, plus l'erreur est petite, tendant vers 0 pour un pas in�nitésimal. Cesobservations permettent de valider le alul de la dérivée du potentiel par rapport à β.En e qui onerne la dérivée de la fontionnelle par rapport à β, la validation s'estfaite par une méthode de Newton�Raphson. On herhe à tester l'évolution du systèmepar rapport à β, on va don prendre une solution à un β donné pour initialiser un alulitératif à β + dβ et tenter de le faire onverger vers β, omme indiqué sur la �gure 4.7.En pratique, il nous su�t de �xer une inonnue en un point du maillage pour forerl'évolution en β. La méthode qui en déoule s'érit :
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4.3. Mise en oeuvre 32ave J la Jaobienne, F la fontionnelle et Fβ la dérivée de la fontionnelle par rapport à
β. Tous es éléments sont eux dé�nis dans e hapitre. La dernière ligne du système est laontrainte imposée pour forer l'évolution en β. En testant ette méthode sur une solutionnon-triviale ave 41 points de maillage et dβ = 0.01, on remarque tout d'abord que l'ononverge bien vers la solution initiale en β. De plus, la onvergene est quasi-instantanée :la solution est approhée dès la première itération, puis pendant une ou deux itérations,
β se orrige par des variations très petites témoignant de la onvergene. La mise en plaede e alul itératif nous a permis de valider la dérivée de la fontionnelle par rapport à
β, mais aussi la fontionnelle et la Jaobienne elles-mêmes.Il est aussi important de noter que pour s'assurer de la validité des résultats, une fois laméthode de ontinuation e�etuée, nous avons testé le aratère stationnaire de plusieurssolutions obtenues grâe au alul de la fontionnelle, ainsi que la stabilité de es solutionsà l'aide du alul des valeurs propres de la Jaobienne. Tous es tests ont été onluantset permettent de présenter les résultats du hapitre suivant.



Chapitre 5
Résultats de l'étude

Dans e hapitre, les prinipaux résultats de l'étude sont répertoriés et ommentés.Rappelons les paramètres de l'étude : β est le rapport au arré entre l'éartement desparois et la longueur de Debye, µ elui entre la longueur de Debye et l'épaisseur de laouhe de Stern et φ0 le potentiel appliqué aux parois adimensionné par le potentielthermique. Pour présenter les résultats, un hoix logique a été fait : le paramètre deontinuation est β. En e�et, expérimentalement, il semble plus faile à manipuler queles autres. Tous les diagrammes de bifurations présentés sont don traés par rapportà β, à (µ, φ0) �xé. En�n, l'information représentée en ordonnée sur les diagrammes est lepotentiel à la paroi de gauhe ar ette valeur est diretement liée à la fore d'interationentre les deux életrodes [10℄.La motivation initiale de l'étude était la ompréhension du système lorsque les deuxéletrodes possèdent une harge identique. Ce as est don traité en premier. Cependant,une fois les outils numériques développés, il s'est avéré intéressant d'étudier le omporte-ment de l'életrolyte soumis à une di�érene de potentiel. Ces résultats sont présentés à lasuite. En�n, e hapitre s'ahève par quelques remarques. Les diagrammes de bifurationprésentés utilisent tous la même onvention : les solutions stables �gurent en trait ontinu,tandis que les solutions instables sont représentées par des lignes disontinues.5.1 Életrodes identiquesAuun potentiel appliqué et µ > 1Pour e as, on s'intéresse à un potentiel aux életrodes nul et à une ouhe de Sterndeux fois plus petite que la ouhe de Debye : φ0 = 0 et µ = 2. Les simulations numériquesont été e�etuées pour 41 points de maillage, donnant ainsi des systèmes linéaires 80×80.Le diagramme de bifuration représentant le potentiel à la paroi en fontion de β assoiéà e as est représenté sur la �gure 5.1. La solution triviale est bien entendu toujours
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βFig. 5.1 � Diagramme de bifuration représentant le potentiel à la paroi φp en fontion de βpour φ0 = 0, µ = 2 et 41 points de maillage. La solution triviale identiquement nulle en potentielperd sa stabilité en βs = 0.25, puis la regagne en βc = 0.3017 au franhissement d'une fourhequi donne naissane à deux solutions stables divergentes en βs.
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Fig. 5.2 � Solution non linéaire pour φ0 = 0, µ = 2 et β = 0.28 obtenue ave 41 points demaillage. À gauhe, la solution en potentiel quasi-linéaire ; au milieu, la onentration symétrique ;à droite la densité de harges antisymétrique.
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βFig. 5.3 � Diagramme de bifuration représentant le potentiel à la paroi φp par rapport à βpour µ = 0.8 et φ0 = 0 obtenu pour 29 points de maillage. La singularité est toujours présente,mais la bifuration fourhe semble être partie à l'in�ni.présente et onsiste en un potentiel identiquement nul qui orrespond à une onentrationadimensionnée uniforme égale à 2 ainsi qu'une densité de harges nulle partout. Cettesolution est stable pour β petit, puis se déstabilise au franhissement d'une singularité en
βs = 1/µ2 = 0.25. Elle se restabilise ensuite au franhissement d'une bifuration fourhe en
βc = 0.3017. Les solutions non-linéaires qui apparaissent à partir de la bifuration fourhesont des solutions stables et quasi linéaires en potentiel (�gure 5.2). Elles présentent uneonentration symétrique par rapport au entre du domaine où elle est minimale. D'autrepart, la densité de harges est antisymétrique, témoignant bien de la brisure de symétrie aufranhissement de la bifuration. Les deux branhes sous-ritiques divergent au voisinagedu paramètre singulier βs.Auun potentiel appliqué et µ < 1Il semble que µ = 1 soit une singularité du problème dans le sens où le paramètre βcdiverge à ette valeur de µ (relation 3.58). Cependant, e as n'est pas physique, arela impliquerait une ouhe de Stern de taille supérieure à la ouhe di�usive, e qui estphysiquement peu fondé. Étant donné que e paramètre agit omme une singularité dansle problème, il est quand même intéressant mathématiquement d'étudier les solutions del'autre �té de ette frontière. Choisissons par exemple µ = 0.8 tout en gardant φ0 = 0.Le diagramme de bifuration obtenu pour 29 points de maillage, don un système 56×56est représenté sur la �gure 5.3. La solution triviale est toujours admise, mais ette fois-i,elle ne bifurque pas. Elle perd sa stabilité à la singularité en βs = 1/µ2 = 1.5625, maisne la retrouve pas. De plus, deux branhes non-triviales apparaîssent et sont liées par lehangement de signe du potentiel et don de la densité de harges. Ces solutions présententune forte ouhe limite et sont stables (�gure 5.4). Elles tendent en outre à se rapproherde la solution triviale en β −→ +∞ et divergent à la singularité, e qui inite à penser quees branhes sont la ontinuation des branhes non-linéaires observées pour µ > 1. Une
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Fig. 5.4 � Solution non-linéaire pour φ0 = 0, µ = 0.8 et β = 2 obtenue ave 29 points demaillage. À gauhe, le potentiel ; au milieu, la onentration ; à droite, la densité de harges.ontinuation par rapport au paramètre µ, qui n'est pas présentée ii, a été e�etuée pourvéri�er ette assertion. Cela a permis d'a�rmer que les branhes non-linéaires observéespour µ < 1 évoluent ontinuement vers les branhes non-linéaires observées pour µ > 1,et e, même au franhissement de µ = 1.Appliation d'un potentielLorsque l'on applique un potentiel aux életrodes, φ0 6= 0. Si l'on érit les équationsde Poisson�Nernst�Plank ave φ0 non nul omme en (2.24-2.29) et que l'on fait le han-gement de variable : Φ = φ − φ0, alors le problème à résoudre sur Φ et est identique àelui sur φ lorsque φ0 = 0. Les solutions en potentiel obtenues sont don la translationde φ0 de elles que l'on avait à φ0 = 0. De fato, si l'on onsidère l'ériture stationnairede c et ρ en fontion de φ :
c = 2 eγ cosh(φ + δ), (5.1)
ρ = −2 eγ sinh(φ + δ), (5.2)on remarque que φ est toujours translaté de δ. Le paramètre δ absorbe don la translationde φ0 pour véri�er les onditions intégrales sur la onentration et la densité de harges.Ainsi, on peut a�rmer que pour des életrodes hargées identiquement, le potentiel esttranslaté de φ0, mais la onentration et la densité de harges ne hangent pas. Lesdiagrammes sont don les mêmes à une translation près sur φ.5.2 Di�érene de potentiel aux életrodesUne fois les outils numériques développés, il est intéressant d'investiguer le as où l'onimpose une di�érene de potentiel aux életrodes. Tout le raisonnement du hapitre 4reste valable hormis pour les onditions aux limites impliquant φ0. En e�et, pour prendreen ompte numériquement la di�érene de potentiel, il su�t de hanger le signe de φ0dans la ondition à la limite portant sur l'életrode de gauhe, i.e. numériquement sur lepoint d'indie 1.
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µ = 2, φ0 = 0.01 et 41 points de maillage. Lors de l'appliation d'une di�érene de potentielentre les életrodes, la bifuration fourhe devient imparfaite et un noeud-ol est observé en
βc = 0.2911. Cette branhe est stable pour β petit, se déstabilise à la singularité en βs = 0.25,puis se restabilise au franhissement du noeud-ol. La branhe inférieure est toujours stable. Cesdeux branhes divergent en βs.
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Fig. 5.6 � Solution pour φ0 = 0.01, µ = 2 et β = 0.27 obtenue ave 41 points de maillagesur la branhe supérieure après le noeud-ol. À gauhe, le potentiel quasi-linéaire ; au milieu, laonentration symétrique ; à droite, la densité de harges antisymétrique.Si l'on onsidère µ = 2, mais que l'on impose ette fois-i φ0 = 0.01, soit une di�érenede potentiel de 2% du potentiel thermique et que l'on mène les simulations numériquespour 41 points, on obtient le diagramme de bifuration 5.5. On peut omparer es résultatsave eux obtenus pour φ0 = 0 (diagramme 5.1). Ave une di�érene de potentiel auxéletrodes, la solution triviale n'est plus admise. À la plae, on obtient une solution quasi-linéaire en potentiel, entraînant une onentration symétrique et une densité de hargeantisymétrique. L'appliation d'une di�érene de potentiel rend la bifuration imparfaite,les branhes se sindent désormais en deux branhes distintes. La première branhe,elle qui apparaissait à β petit se déstabilise à la singularité en βs = 1/µ = 0.25 puis serestabilise en franhissant un noeud-ol en βc = 0.2911. Cette branhe de solution divergeà son retour en βs. L'allure des solutions le long de ette branhe est représentée sur la�gure 5.6. La deuxième branhe de solutions obtenue orrespond à la partie inférieure età la partie de droite de la bifuration fouhe non-dégénérée. Cette branhe est stable entout point et diverge aussi en βs. À l'aide de la �gure 5.7, on peut noter que les solutions le
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Fig. 5.7 � Solution pour φ0 = 0.01, µ = 2 et β = 0.28 obtenue ave 41 points de maillage surla branhe inférieure. À gauhe, le potentiel ; au milieu, la onentration ; à droite la densité deharges. Les symétries sont les mêmes que sur l'autre branhe, mais le potentiel et la densité deharges ont hangé de signe.
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Fig. 5.8 � Solution pour φ0 = 1, µ = 2, β = 25 obtenue pour 81 points de maillage. Cettesolution est de la même famille que les solutions de la branhe inférieure du diagramme 5.5 etmontre bien l'in�uene des phénomènes limites.long de ette branhe sont qualitativement très prohe de elles de la branhe supérieure.En e�et, les trois fontions aratérisant la solution possèdent les mêmes propriétés desymétrie, les seules di�érenes résidant dans le signe du potentiel et de la densité deharges.5.3 RemarquesLes solutions en potentiel présentées dans e hapitre ne sont pas linéaires. L'im-pression de linéarité est due à la présene des ouhes limites, qui, pour β < 0.25, sehevauhent et tendent à homogénéiser les gradients de potentiel. Pour bien se onvainrede la omplexité des solutions, nous avons proédé à des simulations à β plus grand. On ahoisi en outre φ0 plus élevé pour donner de l'amplitude aux ouhes limites. Les résultatsdes simulations numériques stationnaires pour 81 points de maillage sont représentés surla �gure 5.8. Le paramètre β n'a pas été hoisi au hasard puisqu'il orrespond à une taillede la ouhe de Debye inq fois plus petite que la taille du domaine. Cei permet de bienidenti�er les phénomènes limites grâe aux forts gradients qu'ils génèrent. Le potentieln'a plus une apparene linéaire ar les ouhes limites ne oinident plus. Cela prouve parévolution ontinue des solution par rapport aux paramètres, que les solutions préédentesne sont pas linéaires en potentiel.



5.3. Remarques 39Cependant, un problème se pose sur les résultats obtenus : la singularité n'est pasune partiularité attendue dans e type de système. En e�et, le modèle utilisé, à savoirle modèle de Poisson�Nernst�Plank à ouhe de Stern, est sensé représenter un systèmephysique réel, et don doit être dissipatif. Toutefois, la singularité génère une valeur proprein�nie, e qui signi�e un taux d'aroissement in�ni. Elle est aussi responsable de ladivergene de ertaines solutions et don de potentiels in�nis, e qui n'est pas physique.En�n, en omparant les résultats de ette étude ave la littérature et notammentave les travaux de Bazant et al. [2℄, on peut identi�er une di�érene fondamentale dansl'ériture des onditions de Stern. Si l'on érit les onditions utilisées par Bazant et al.ave les paramètres utilisés dans e doument, on obtient :
∂xφ = −µ

√
β(φ − φ0) pourx = 1, (5.3)

∂xφ = µ
√

β(φ − φ0) pourx = −1. (5.4)Comparé ave l'ériture utilisée dans ette étude en (2.27), il apparaît lairement unedi�érene de signe de la dérivée du potentiel à la paroi. De plus, si l'on realule le spetreanalytique de la solution triviale dans le as de l'ériture i-dessus, on obtient pour n ∈ N :
σ = −(n + 1)2π2, (5.5)
σ = −(2n + 1)2 π2

4
, (5.6)

σ = −(n + 1)2π2 − β, (5.7)
−1 − µ

√
β + µβ3/2

σ+β
= µβ3/2

(σ+β)3/2
tanh(

√
σ + β). (5.8)La di�érene ave le as traité dans e doument est le signe au début de l'équationtransendante (5.8). Cette di�érene minime a un impat sur le système, puisqu'il n'ya alors plus de singularité. Les deux formulations sont admissibles ar les onditions àla limite de Stern sont une linéarisation du potentiel sur l'isotherme d'adsorbtion. Onretrouve don l'une ou l'autre formulation suivant le signe de sa dérivée du potentiel.



Chapitre 6
Conlusion et perspetives

Tout au long de ette étude, nous avons répertorié par la simulation numérique lessolutions stationnaires du problème de Poisson�Nernst�Plank muni de onditions auxlimites de Stern. Ce travail a pu être mené à bien notamment grâe à l'utilisation desméthodes de ontinuation permettant de traer de véritables artographies des solutions :les diagrammes de bifuration. Assoiée à es méthodes, une analyse de stabilité e�etuéesur toutes les solutions a permis d'interprêter la dynamique du système.Le diagramme de bifuration obtenu en l'absene de potentiel aux parois indique que lasolution triviale est stable sauf dans une région où elle perd sa stabilité via une singularitépuis se restabilise en passant par une bifuration fourhe. À partir de ette fourhe, deuxbranhes de solutions non-linéaires stables naissent et divergent à la singularité. L'appli-ation du même potentiel aux életrodes ne fait qu'augmenter le potentiel uniformémentsans hanger la onentration ni la densité de harges. En�n, si on rée une di�érene depotentiel aux életrodes, la solution triviale n'est plus admise et la bifuration devientimparfaite, laissant plae à un noeud-ol.Quelques points méritent d'être élairis. Tout d'abord, la singularité qui apparaît en
βs = 1/µ2 ne semble pas physique. Ensuite, la relation (3.31) permettrait de loaliser labifuration triviale même pour µ < 1. Or l'étude numérique ne fait apparaître auunebifuration à et endroit, e qui est en aord ave le alul analytique du spetre qui neprévoit pas de hangement de stabilité dans la zone de bifuration hypothétique. En�n,l'interprêtation du système dynamique est très di�érente selon l'ériture de la ondition deStern. Pour poursuivre ette étude, on pourra don s'intéresser à di�érentes éritures desonditions de Stern et omparer les résultats. Toutefois, vu que le hoix de la ondition à lalimite in�ue sur la singularité, l'étude d'un as partiulier ave des onditions de Stern non-linéarisées permettrait d'enrihir appréiablement l'étude. Il pourra être aussi intéressantde regarder où le alul analytique de la bifuration triviale di�ère du alul numériqueou du alul analytique du spetre a�n que tous les résultats onvergent. En�n, on pourramettre les résultats en relation ave le type d'interation entre les parois : attration ourépulsion, puis se tourner vers des as 2D où la dynamique risque d'être sensiblementdi�érente.
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