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Abstract

This work is concerned with micro and nanophysical systems that exhibit misunderstood
phenomena. In this document, we choose to model the complex coupling between diffu-
sion and electrical effects in nanosystems using the Poisson Nernst Planck equations. At
these scales, an electrical double layer can occur and is refered to as the Stern layer. We
compute steady states using a continuation procedure based on a spectral discretization
of the governing equations. This approach also includes a linear stability analysis that is
compared to analytical predictions.

Keywords : Poisson Nernst Planck system, electrical double layer, Stern boundary condi-
tion, stability analysis, continuation methods

Résumé

Les systémes physiques micro voire nanométriques sont le théatre de phénomeénes
mal compris. Lors de ce stage, nous avons choisi de modéliser le couplage entre diffusion
et effets électriques dans les systémes d’ordre nanométrique par le modéle de Poisson—
Nernst-Planck. A ces échelles, une double couche électrique peut se développer et a été
prise en compte par des conditions aux limites de Stern. Les états stationnaires sont réso-
lus numériquement en utilisant une méthode de continuation basée sur une discrétisation
spectrale des équations. Cette étude est complétée par une analyse de stabilité linéaire
numérique et analytique.

Mots-clés : Equations de Poisson Nernst Planck, double couche électrique, couche de
Stern, analyse de stabilité, méthodes de continuation
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Chapitre 1

Introduction

Des recherches expérimentales récentes dans le domaine de 1’électrocinétique nano-
confinée ont débouché sur des résultats inattendus. Intuitivement, deux colloides iden-
tiques de méme charge et séparés par un électrolyte neutre devraient se repousser. Ce
n’est pas ce qui est observé systématiquement dans les travaux expérimentaux ot des
intéractions attractives ont pu étre mises en évidence [14]. Il reste donc encore quelques
questions ouvertes qui concernent notamment les interactions entre la diffusion des charges
et les phénomeénes électriques.

Pour comprendre ces observations, plusieurs modeéles ont été testés sans réel succes,
comme en témoignent les travaux de Neu sur le modéle de Poisson-Boltzmann |9]. Un
travail récent considérant le probléme de Poisson Nernst Planck a mis en évidence la pos-
sibilité d’effets attractifs en présence d’une couche de Stern aux parois des deux surfaces
solides [10] et ont produit des prédictions quantitatives en accord avec les mesures ex-
périmentales. Cependant, I'existance de solutions attractives associées a des distributions
non-symétriques du potentiel électrique entre les deux parois solides n’a pour l'instant
rien prouvé sur la stabilité de ces solutions.

Le but de ce stage est d’analyser la stabilité de ces solutions en considérant les effets du
transport ionique associés a la diffusion et au transport électro-convectif. Pour commencer,
la modélisation mathématique du probléme est détaillée dans le chapitre 2. Le chapitre
suivant répertorie les résultats analytiques les plus importants. Dans le chapitre 4, I'arsenal
numérique mis en place pour résoudre les équations est présenté. Les résultats obtenus
sont donnés dans la partie 5. Enfin, ce rapport s’achéve par une conclusion critique portée
sur le travail effectué et permet d’évoquer les diverses perspectives de cette étude.



Chapitre 2

Modélisation du probléme

Tout au long de cette étude, on considére un électrolyte confiné entre deux parois
solides. Afin de simplifier les écritures et de générer des résultats généraux, on assimile
I’électrolyte a un sel, c¢’est-a-dire un électrolyte neutre monovalent. Les valences utilisées
seront donc —1 pour 'anion et +1 pour le cation.

L’idée est d’étudier le couplage entre les phénomeénes électriques et diffusifs. On étudie
donc un probléme électrodiffusif 1D représenté sur la figure 2.1, constitué d’un électrolyte
confiné par deux électrodes chargeables en —h et +h. On tente dans la suite de déduire la
distribution de potentiel, la répartition spatiale des charges électriques et la concentration
locale en électrolyte et d’étudier leurs variations en fonction des paramétres du probléme.
Pour décrire physiquement ce systéme, on utilise la loi de 'électrostatique de Poisson
et les équations de conservation des charges. Cela nous conduit a résoudre un systéme
d’équations portant a la fois sur le potentiel électrique et sur la concentration des deux
espéces : le probléme de Poisson—Nernst—Planck. On munit ce systéme des conditions de
flux classiques et d’une condition a la limite de type Stern pour le potentiel.

2.1 Electrostatique

Un électrolyte étant par définition un fluide chargé, il doit satisfaire les lois de 1'élec-
trostatique et donc 1'équation de Poisson [11] :

ecoV - E = p, (2.1)

ou ¢ est la permittivité du milieu électrolytique, £y la permittivité du vide, E le champ
électrique et p la densité de charges. On peut affiner I’équation (2.1) en considérant 1’élec-
trolyte neutre monovalent décrit précédemment et en exprimant la densité de charge
comme p = e(ct — ¢7), e est la charge élémentaire, ¢ la concentration du cation et ¢~
celle de 'anion. Le champ électrique dérive du potentiel ¢ par E = —V¢. On prendra
ensuite soin d’adimensionner I'équation : les distances seront adimensionnées par h la
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F1G. 2.1 — Représentation schématique du systéme par analogie électrique. L’électrolyte est
confiné par deux électrodes qui peuvent étre chargées.

demi-distance entre les parois, la concentration par la concentration moyenne cq et le po-
tentiel par kgT'/e, ou kp est la constante de Boltzmann et T' la température du milieu.

On obtient :
5}

Np = 5(0_ —ch), (2.2)

ot 3 =h?/\? et \ est la longueur de Debye définie par :
ceokT
A= . 2.3
V' 2e2¢ (2:3)

2.2 Conservation des charges

On considére les équations classiques de conservation |7] :
O + V- ji =0, (2.4)

ol ¢ est la concentration de la i-éme espéce chimique et j_% le flux de la i-éme espéce
chimique qui est défini par :

ji=—-D'Vc + 26+ py E) (2.5)
avec D' le coefficient de diffusivité de la i-éme espéce chimique, z¢ la valence de la i-éme

espéce chimique, @ la vitesse de 'écoulement auquel est soumis le systéme et pub . la
mobilité de la i-éme espéce chimique.
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Dans notre étude, aucun écoulement n’est pris en compte afin de se concentrer uni-
quement sur la dynamique des charges, i.e. @ = 0. En exprimant le champ électrique en
fonction du gradient du potentiel, I'équation (2.4) devient :

Oict = 0,(D'0,c' + 2" ¢ iy 1 00 ). (2.6)

On consideére le cas ou les deux espéces possédent les mémes caractéristiques, donc le
méme coefficient de diffusivité et une mobilité identique. Cette derniére peut s’exprimer
a l'aide de la relation d’Einstein-Smoluchowski |4] :

De

= (2.7)

HEK
On adimensionne ensuite ¢ et ¢ comme précédemment et le temps par 7, ce qui permet
d’aboutir aux équations adimensionnées :

Pedc = 0,(0,c" + 2'c'0,0), (2.8)

ot Pe = h%/(7D) est le nombre de Péclet associé au processus de diffusion et 2% la valence
de la -éme espéce chimique. Les équations de Nernst Planck pour un électrolyte neutre
monovalent s’écrivent donc :

Pedict = 0,(0,ct + cT0,0), (2.9)
Pe O™ = 0,(0,¢7 — ¢ 0,0). (2.10)

Dans la suite, on ne s’intéressera pas aux régimes transitoires du systéme, travail
déja effectué par Bazant, Thornton & Ajdari |2|, on assimilera donc Pe a 1, ce choix
n’interférant pas sur le caractére stable ou instable des solutions.

2.3 Conditions aux limites

Dans ce probléme, on considére que les électrodes sont impénétrables, ce qui conduit
a une condition de flux nul aux frontiéres du domaine :

jt = 0,ct + 0,0 =0 pourx = £1, (2.11)
Jj- =0, —c 0;¢0=0 pourz = =+1. (2.12)

La condition a la limite la plus intéressante est celle portant sur le potentiel électrique. En
effet, dans ce type de probléme, des couches limites électriques apparaissent aux parois et
sont un élément clé du comportement du systéme.

Lorsqu’une surface est chargée, a I'instar d’une électrode, des contre-ions s’amassent
dans une région trés proche de la paroi et forment la couche de Stern. Son épaisseur peut
descendre jusqu’au diamétre ionique. Au-dela la couche de Stern on trouve une deuxiéme
couche : la couche de Debye ou couche diffusive. Cette couche, trés connue, est caractérisée
par une densité importante d’ions et un potentiel élevé. La couche de Stern et celle de
Debye forment la double couche électrique, responsable de certains phénomeénes électriques
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FiG. 2.2 Vue schématique de la double couche électrique au voisinage d’'une électrode. La
couche de Stern posséde un potentiel linéaire tandis que le potentiel dans la couche de Debye
décroit exponentiellement.

récemment mis en évidence. La modélisation de cette double couche est présentée de fagon
pédagogique et comparée aux autres modéles par Friedmann, Amiri & Ait-Mokhtar |5].
La figure 2.2 permet de visualiser la double couche électrique par une représentation
schématique des positions ioniques et du potentiel électrique en proche paroi. Ces deux
couches limites ont été modélisées mathématiquement par une condition a la limite dite
de Stern [13] :

Optp = £/ B¢ — ¢p) pourz = 1, (2.13)

ou i = A/ )As est le rapport entre la longueur de Debye A et I'épaisseur de la couche
de Stern \; et ¢ est le potentiel électrique appliqué a la paroi. On remarque que cette
condition a la limite ressemble a la condition de Dirichlet qui aurait été pertinente en
I’absence de double couche électrique. La présence de la dérivée normale de potentiel
permet de prendre en compte les gradients dus a la couche de Stern.

2.4 Problématique

Les considérations théoriques des paragraphes précédents permettent de modéliser le
probléme a l'aide du systéme d’équations :

Np = g(c_ —ch), (2.14)
Oyct = 0, (0™ + ¢ 0,9), (2.15)
O™ = 0p(0pc™ — ¢~ 0,0), (2.16)
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muni des conditions aux limites suivantes :

0,6 = £un/B(6 — do) pourz = %1, (2.17)
jT = 0,ct +c¢T0,0 =0 pourx = +1, (2.18)
j- =0, —c 0,0=0 pourx = %1. (2.19)

Le probléme ainsi obtenu est connu dans la littérature sous le nom de probléme de Poisson—
Nernst Planck a couche limite de Stern. Il fait intervenir trois équations couplées sur le
potentiel électrique et les concentrations ioniques. Compte tenu des conditions aux limites
d’'impermeéabilité des parois, la concentration moyenne de chaque ion se conserve dans le
temps et 'on pose :

[ etdr =2, (2.20)
[Yede=2. (2.21)

Ces relations permettent notamment de maintenir I'électrolyte électriquement neutre. Par
la suite, on introduit les deux variables c et p définies par :

c=ct+c, (2.22)
p=ct—c, (2.23)

pour travailler dans la suite avec les variables (¢, ¢, p). Partant de (2.15) et (2.16) et en
tenant compte des conditions aux limites (2.17-2.19), on obtient le systéme :

No=—Ep, (2.24)
Orc = 0y (0rc + p 0:0), (2.25)
muni des conditions aux limites :
O = v/ — d0) pourz = +1, (2.27)
O.c+ p0,¢» =0 pourx = £1, (2.28)
Opp+ 0, =0 pourz = £1. (2.29)

Avec ces variables, la conservation des espéces chimiques dans le domaine s’écrit :

f_ll cdr =4, (2.30)
[' pdz=0. (2.31)



Chapitre 3

Formulations et étude analytiques

Avant de se lancer dans I'étude numérique du probléme, il est important d’avoir

quelques orientations analytiques pour posséder des moyens de validation numérique et
interpréter les résultats.

3.1 FEtats de base stationnaires

Dans cette étude, on ne s’intéresse qu’aux solutions stationnaires, ¢’est-a-dire vérifiant :

0 = 0,(0,c™ + T 0,9), (3.1)
0= 0.(0.c” — ¢ 0,0), 3.2

que 'on munit des conditions aux limites (2.18) et (2.19). En intégrant une fois, on
obtient :

0= 0,c" +cto,0,

(3.3)
0=0,c —c 0,0,

les constantes d’intégration sont nulles d’apreés les conditions aux limites. Finalement, on
a:

et = =0tk ,

(3.
= efth (3.6)
ot ky et ky sont des constantes d’intégration. On note au passage que les deux conditions
en x = —1 et x = 1 pour chaque champ ne fixent qu’'une des deux constantes d’intégration.

L’indétermination est levée en imposant les concentrations moyennes de ¢t et ¢~

Par souci de simplification, on pose :

S9]

~—

5 (3.7)
Y+

5 -

ky
ks

s3]



3.2. FORMULATION PERTURBATIVE 12

En injectant les expressions de ¢t et ¢~ dans le changement de variables (2.22-2.23), on
obtient :

¢ =2 €7 cosh(¢ + 9), (3.9)
p = —2¢€sinh(¢ +9), (3.10)

ol v et 0 sont déterminés par des contraintes sur les concentrations moyennes.

En remplagant la densité de charges p dans I'équation (2.24), on obtient I’équation
définissant le potentiel électrique ¢ a I’état stationnaire :

A¢ = [ €7 sinh(¢ + §), (3.11)

0.9 = +u/B(p — ¢g) pourz = +1. (3.12)

On remarque que cette équation est similaire a celle de Poisson Boltzmann pour laquelle
v = 6 = 0. D’autre part, pour ¢y = 0, on remarque que la solution triviale ¢ = 0,

0 = v = 0 est toujours solution.

3.2 Formulation perturbative

On développe les inconnues (¢, ¢ et p) comme étant la somme d’un état de base noté
(®, C et o) et d'une perturbation infinitésimale que 'on décompose en modes normaux
(QNS, ¢ et p sont les amplitudes des perturbations et o le taux d’accroissement temporel de
la perturbation) :

dp=T+pet, (3.13)
c=C+H+ce (3.14)
p=o0+pe’t. (3.15)

On linéarise les équations autour de I’état de base. Le systéme controlant 1’évolution
temporelle et spatiale des perturbations s’écrit :

N = -2, (3.16)
0¢ = 0,(0xC + 00,0 + p0, ), (3.17)
0p = 0y(0pp + COL0 + 0, D), (3.18)
avec les conditions aux limites :
Da6(£1) = £p/B o(1), (3.19)
0.6+ 00,0+ p 0, P =0 pourz==£l, (3.20)
axﬁ—l—CﬁxgzNS—l—E@xCI) =0 pourx = %1. (3.21)

La conservation des espéces implique également que :

[t éde =0, (3.22)
[Y pdz=o0. (3.23)
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3.3 Bifurcations primaires

Calculer les points de bifurcation autour de la solution triviale peut se faire en linéa-
risant (3.11) et (3.12) autour de cette solution. En pratique, posons ¢ = ® + ¢* ol ¢* est
une perturbation infinitésimale. On rappelle que la solution triviale s’écrit & = 0 pour
$o = 0 et pour tout (u,3). A cette solution correspondent § = 0 et v = 0. L’équation de
I’état de base perturbé devient donc :

A¢* = [sinh(¢*). (3.24)

La perturbation étant infinitésimale, on peut approximer sinh(¢) par ¢ + ¢*/3! + O(¢°).
En ne retenant que les termes d’ordre 1, le probléme (3.11-3.12) devient :

A¢* = o, (3.25)
0, % = Ep\/Be* pour x = %1. (3.26)

La solution s’obtient trivialement et s’écrit a une constante multiplicative prés :
¢* = eVP? 4 ye VP, (3.27)

oll k3 est une constante indéterminée. Les conditions aux limites permettent d’écrire :

(1= p)eY? = ks(1 4 p)e V", (3.28)
(1+pe VP = ks(1 — p)ev?. (3.29)
On déduit k3 de (3.29) :
1
hy = —Hm2VB, (3.30)
I—p

On injecte ce résultat dans (3.28) pour obtenir I'expression du paramétre critique (3.
auquel se localisera la bifurcation primaire :

g, = 1_16 <1n M)z. (3.31)

Des résultats identiques mais obtenus a tout ¢g et détaillant le type de bifurcation (bi-
furcation vers une solution symétrique ou non) ont été obtenus par Plouraboué & Chang [10].

3.4 Spectre analytique

La recherche de solutions analytiques concernant les taux d’accroissement des pertur-
bations autour d'un état de base est notamment motivée par le souci de valider le code
numérique mis en place dans la suite.

On considére arbitrairement ’état de base trivial : ® = 0 qui correspond a C' = 2 et
0 = 0 (relations (3.9) et (3.10)). Le systéme (3.16-3.21) permet de poser le probléme aux
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perturbations suivant :

NG =—5p, (3.32)
oc¢ = Ac, (3.33)
op=Np+ 200, (3.34)
muni des conditions aux limites :
0pp(+1) = +puy/B o(+1), (3.35)
0.¢ =0 pour z = =+1, (3.36)
Dpp+20,0=0 pour z ==+l (3.37)

En injectant (3.32) dans (3.34), on obtient :
Np= (0 + B)p. (3.38)

En outre, on impose les relations (3.22) et (3.23) : f_llé = f_llﬁ = 0. Comme on peut
le constater, ¢ est découplée des autres variables et I’'on peut donc résoudre séparément
I’équation en c.

Modes propres de la forme (¢, 0)

La résolution de I’équation en ¢ renseigne sur les modes propres de la forme (¢, p = 0).

La solution générale de I'équation (3.33) a un coefficient multiplicatif prés ((¢, p) étant un
mode propre) s’écrit :

¢=eVo" 4 Ae™VoT, (3.39)

ot A est une constante indéterminée. Les conditions aux limites de Neumann homogéne
sur ¢ imposent :

eV? — Ae V7 =0, (3.40)
eV — AeV =0, (3.41)

qui entraine 1 — A2 = 0. Cela nous permet de dresser deux cas. Tout d’abord, A = 1
correspond & une solution symétrique dont la condition & la limite améne sinh(y/o) = 0,
ce qui implique :

o=—(n+1)>n% (3.42)

ot n € N. Le cas ¢ = 0 n’est pas admis car il entraine ¢ = constante # 0, ne vérifiant
pas la contrainte (3.22) sur l'intégrale de la perturbation. Le second cas A = —1 entraine

cosh(y/o) = 0, et donc :

71.2

o=—(2n+ 1)2? (3.43)

oun € N.
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Modes propres de la forme (0, p)

La résolution du systéme portant sur p et Q~S renseigne sur les modes propres de la
forme (¢ = 0, p). Les solutions générales des équations (3.32) et (3.38) s’écrivent :

p=eVorthr 4 BeVothr, (3.44)
o= —Z(Jiﬁ) <e“’+5°"’ + Be‘v‘”ﬁ’”) +Cz+ D, (3.45)

avec B, C' et D les constantes d’intégration.

La somme des conditions aux limites (3.35) entraine :

3 nB? B
NG cosh(y/o + ) — e sinh(y/o + ﬁ)] +20(1 — pn/B) = 0. (3.46)

La différence de ces deux mémes conditions aux limites donne :

3/2
(B+1) {er 5 cosh(y/o + ) — sinh(y/o + ﬁ)] —2u+/BD = 0. (3.47)

(51|

5
Vot P

On applique aussi les conditions couplées entre p et b (3.37). La somme des conditions
aux deux parois donne :

(1-B) <\/0+6— \/%—/6) cosh(v/o + ) +2C =0, (3.48)

la différence de ces deux conditions entraine :

(1+B) (x/a + 05— \/ULTﬂ) sinh(y/o + ) = 0. (3.49)

Si 'on traite la relation (3.49), on peut distinguer 3 cas. Tout d’abord, le cas ou

sinh(v/o + ) = 0 entraine :
o=—(n+1)>%*?-p, (3.50)

avec n € N. Le deuxiéme cas est : \/o + 3 — % = 0, qui donne :
o=0. (3.51)

Cependant, cette solution ne vérifie pas la contrainte (3.23) sur U'intégrale de la perturba-
tion en densité de charges, car B # —1 = f_ll(e\/ﬁmjLBe_\/Bx)da: # 0. Enfin, le troisiéme
cas, plus complexe : B = —1. On remarque que ce cas concerne des perturbations qui sont
antisymétriques en densité de charges et en potentiel électrique, puisque (3.47) = D = 0.

La relation (3.48) permet de déduire : C' = — <\/O'—|—6 — V%) cosh(v/o + ). On in-

jecte les constantes trouvées dans la relation (3.46), qui permet de trouver ’équation
transcendante suivante :

3/2 3/2
1— /B + (/;Liﬁ = (a/fﬂ)?ﬁ tanh(y/o + 3). (3.52)
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Analyse du spectre

Dans cette partie, on a trouvé les taux d’accroissement des perturbations autour de
I'état de base trivial, a savoir autour de (& =0,C = 2,0 = 0) pour ¢ = 0.

Récapitulons les relations sur o obtenues :
o= —(n+1)*n? (3.53)
7.‘.2
o= —(2n+1)27, ( )
o=—(n+1)*r*-3, (3.55)
3/2 3/2
L= uV/B+ 855 = i tanh(vo £ 5), (3.56)

avec n € N. Les relations (3.53) et (3.54) donnent les taux de croissance associés aux modes
propres de la forme (¢,0), tandis que la relation (3.55) et 1’équation transcendante (3.56)
donnent les taux de croissance associés aux modes propres de la forme (0, p).

Il est intéressant de noter que parmi tous les ensembles cités ci-dessus, seule I’équation
transcendante (3.56) permet a o d’étre positif, et donc d’identifier un mode instable. Par
conséquent, on peut restreindre ’analyse de stabilité analytique a I’étude de 1’équation
transcendante. Celle-ci fait notamment apparaitre une singularité en 8 = 1/u?. Cette
singularité se manifeste par la divergence d'une valeur propre. L’évolution de cette va-
leur propre ainsi que l'identification d’une bifurcation sont représentées sur la figure 3.1.
Physiquement, cette singularité pose un probléme, car elle correspond a un taux de crois-
sance infini. Or, le systéme étudié devant étre dissipatif, il semble impossible d’obtenir
des comportements de ce type.

On notera pour finir que les bifurcations sont associées a ¢ = 0 dans ’équation trans-
cendante. Cela nous permet d’obtenir I’équation suivante :

ptanh(y/3) = 1, (3.57)

qui donne une relation légérement différente de (3.31) :

2
Be = ! (ln H) : (3.58)
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Fig. 3.1 Comportement de la valeur propre divergente — losange plein : bifurcation. Cette
valeur propre est négative puis diverge en B; = 0.25 pour réapparaitre positive et décroissante.
Elle redevient négative en 5. = 0.3017.



Chapitre 4

Méthodes numériques

4.1 Discrétisation

Le probléme considéré est un probléme 1D posé sur un domaine fini. Il est donc a
géométrie simple. Ainsi, afin d’avoir une bonne approximation des solutions et un bon
compromis "temps de calcul /précision numérique", on utilise une méthode spectrale pour
approximer numériquement les solutions stationnaires des équations.

Maillage

Comme expliqué dans le chapitre 2, deux couches limites électriques peuvent se déve-
lopper aux bords du domaine et entrainer des imprécisions redoutables dans la résolution
pour un maillage quelconque. Ainsi, il sera bénéfique de disposer d’un maillage raffiné
dans ces zones de forts gradients afin d’avoir la meilleure représentation possible des phé-
nomenes limites. Dans ce souci et dans celui de mailler la paroi pour appliquer la condition
a la limite, nous avons opté pour une distribution de points de maillage dite de Gauss—
Lobatto—Legendre, classiquement utilisée avec les méthodes spectrales. Cette distribution
est intéressante car elle est d’une part associée a des formules de quadrature de haut degré
et car elle resserre les points aux bords du domaine, donc dans les zones de couche limite
(figure 4.1).

Rk —————k ——k— kR
-1 0 1

¥
¥

F1G. 4.1 — Distribution de 15 points de Gauss Lobatto Legendre dans lintervalle [—1,1]. La
densité de points est en 1/N au centre du domaine et en 1/N? aux bords.
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Base polynomiale

On utilisera les polyndmes de Lagrange comme base de l’espace des solutions. On
rappelle que si h; est le polyndme de Lagrange associé au -éme point de maillage et si la
discrétisation repose sur N points :

o) = J[ =2 (4.1)

j=vg#i "t

Un intérét de l'utilisation de tels polynomes est qu'ils vérifient : h;(z;) = d;; o &;; est
le symbole de Kronecker. Ceci facilite grandement le post-traitement des résultats et
permet une visualisation et une exploitation des résultats immeédiates. A Paide de cette
discrétisation, si 'on cherche a approximer une fonction f, il vient :

f(z) = fn(z) = Z fihi(x), (4.2)
ot f; est la valeur numérique de la fonction f au i-éme point du maillage.

Il sera aussi trés utile par la suite d’écrire les dérivées de fonctions aux noeuds de
maillage grace a ces polynomes :

0. f(x;) = Zfz’ hi(;) = Zfz’ dji, (4.3)

avec d;; le terme général de la matrice de dérivation [3].

Quadrature de Gauss—Lobatto

Enfin, la quadrature de Gauss Lobatto est un outil trés efficace pour le traitement
numérique des formulations variationnelles. Elle consiste a approximer une intégrale par
une somme discréte pondérée comme suit :

/Df(:c)dx = szf(xz) + e, (4.4)

ou les {z;};,—on sont les points de Gauss Lobatto du domaine D, {w;};—on les poids
associés a ces points et e 'erreur d’approximation qui est nulle si f € Py, .

4.2 Meéthodes de continuation

Lorsque I'on s’intéresse a une physique donnée, il est intéressant dans un premier temps
de connaitre un maximum de solutions des équations relatives au probléme. Cependant,
il est cotiteux en temps de calcul et n’apporte d’informations que de maniére trés isolée
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Ao A1 A

F1G. 4.2 — Suivi d’une branche de solutions par une méthode de continuation "pseudo arc-
length". La phase de prédiction a lieu sur la tangente, en (u1, A1). La correction se fait orthogo-
nalement vers (ui, A1).

sur I'ensemble des paramétres physiques de calculer les solutions pour différentes valeurs
des paramétres physiques.

Keller a été un pionnier dans I’élaboration de méthodes mathématiques appliquées
a la physique permettant de tracer des diagrammes de bifurcation. Les méthodes qu’il
commenga a développer s’appellent méthodes de continuation [8]. Elles permettent de
résoudre des équations différentielles ordinaires aussi bien que des équations algébriques
pour une large gamme de paramétres. On considére le probléme différentiel ordinaire
F(d,\) = 0 ou u est la solution du probléme physique et A\ le paramétre de 1'étude. A
partir d’une solution (ug, \g), les méthodes de continuation tentent de suivre les branches
de solutions #(\) dans un intervalle donné de variation de A. Bénéficiant de plus de 30
années de développement, ces méthodes permettent en outre de localiser des points de
bifurcation ainsi que de calculer la stabilité de solutions tout au long des branches, ce
qui en fait un outil de choix pour I'analyse non-linéaire. Le congrés d’Aussois |6] permet
de se rendre compte de la diversité des possibilités offertes par ces méthodes et confirme
I'intérét grandissant pour ces derniéres.

Pour cette étude, nous avons utilisé un code de continuation open-source nommé
Auto [1], qui est actuellement une référence pour les systémes discrétisés formés d’une
centaine d’équations différentielles ordinaires. Il utilise une méthode de continuation dite
"pseudo arc-length", qui consiste, a partir d’une solution (ug, o), & prédire (’fl, ):1) sur la
tangente au chemin %(\), puis a corriger orthogonalement par une méthode de point fixe
pour converger vers (uj, A1) (schéma 4.2). Le systéme associé s’écrit :

F(U_i,)\l) :O, (4

5)
(7 — 1ip) - iy + (A1 — Ao) - Ao — As = 0, (4.6)

ot (4.6) est la relation définissant le caractére "pseudo arc-length" de la méthode, (1, o)
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est la tangente au chemin @(\) au point (up, Ag), et As la longueur de I'arc souhaité. Le
couple (1], A1) est en général obtenu par une méthode itérative de point fixe de type New-
ton, qui, une fois tous les développements effectués, améne a résoudre a chaque itération :

e ) (AT _  F@xy (4.7)
@ AN ) \AN) T \(T—up)-ug+ (A= X)) Xo—As)’ '

ol Au et AN sont les corrections successives de 'évaluation de la solution courante :

(@) — (@ — DE, A — AN). (4.8)

La mise en oeuvre de telles méthodes est explicitée plus en détail par Seydel |12].

Pour mettre en place de telles méthodes, plusieurs tenseurs numériques sont néces-
saires. Il faut tout d’abord disposer du calcul de la fonctionnelle dont on cherche les
racines : F'(u, ). Dans notre cas, cette fonctionnelle sera la partie stationnaire des équa-
tions de Nernst-Planck, ¢.e. sans la dérivée temporelle. Il est aussi nécessaire de posséder
la Jacobienne du systéme, c’est-a-dire la dérivée de la fonctionnelle par rapport aux in-
connues en chaque point de maillage, de terme général : OF;/Ou;. Enfin, dernier élément
indispensable pour la programmation d’une continuation : la dérivée de la fonctionnelle
par rapport au paramétre de continuation, ce qui a été noté JF/O\ dans cette section.
Notons que la seconde ligne de la matrice (4.7) est automatiquement générée par Auto
car elle n’est pas dépendante du probléme.

4.3 Mise en oeuvre

4.3.1 Etat de base

Algorithme

On se propose de résoudre numériquement le probléme posé en (3.11,3.12) :

A¢p = eV sinh(¢p + 0), (4.9)
Ot = £uv/B(6 — du) pours = +1, (4.10)
auquel on rajoute les conditions intégrales sur ¢ et p pour fixer v et 0 :
[t ede = [1 267 cosh(¢ + 8)dx = 4, (4.11)
f_ll pdr = f_ll —2¢7sinh(¢ + §)dx = 0. (4.12)

On réécrit tout d’abord 1’équation (4.9) en formulation variationnelle en nommant ¢
la fonction test, et on développe le terme laplacien en intégrant par parties, ce qui donne :

— (000, 0u0) + (050 ]11 = B(sinh(9), ¢), (4.13)
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ot le produit scalaire désigne 'intégrale sur tout le domaine du produit des fonctions.
Dans cette formulation, les conditions aux limites sont implicitement prises en compte
via le terme [0,¢ ¢]',. A I'aide du modéle de discrétisation & N points présenté dans la
partie précédente et en choisissant les polynomes de Lagrange comme fonctions tests, on
se raméne au systeéme suivant pour 1 < j < N :

> wididiidig — p/Bl(d1 — 60)di1 + (S — $0)djn] + Buw;e” sinh(g; +6) = 0. (4.14)
i,k

De plus, les conditions supplémentaires se calculent facilement grace a la quadrature de
Gauss Lobatto :

> p wie? cosh(gy +60) —2 =0, (4.15)
> wisinh(¢y +0) = 0. (4.16)

La méthode de Newton-Raphson envisagée consiste alors a chercher les zéros de la fonc-
tionnelle N définie par :

N; = Z Wi idridyj — /Bl — ®0)0j1 + (¢n — Po)djn] + fw;e? sinh(¢; +6), (4.17)
ik

pour 1 < j < N, et :

Ny = Zwke'y cosh(¢g +9) — 2, (4.18)
K

NN+2 = Zwk smh(@ + 5) (419)
k

L utilisation d’une telle méthode nécessite la Jacobienne de la fonctionnelle N. En consi-
dérant le vecteur @ = (¢,7,d) comme inconnu de ce probléme, la Jacobienne relative a
I’équation de base s’écrit :

dN;; = widridry — pn/B(6:1051 + dindjn) + Bw; cosh(e;)dy; Vi, j € [1,N],  (4.20)
avec les dérivées paramétriques :
dN; n+1 = Pw;sinh(¢; +0) Vi e [1, N], (4.21)
dN; ny2 = Pw; cosh(¢; +0) Vi e [1, N]. (4.22)
Les contributions des conditions supplémentaires pour la Jacobienne s’écrivent :
dNyt1,; = w;e’sinh(p; +6) Vj € [1, N,
dNnyo; =wj;cosh(g;+6) Vjell,N],
dNNiiNt1 = Z wge” cosh(oy + 9),
ANNi1 N2 = Z wie” sinh(¢y + §),

dNnyon+1 =0,
dNN+27N+2 = Z W COSh(gbk + 5)

La méthode utilisée consiste alors a chercher da vérifiant dii = dN~*N (i), puis a cor-
riger ¢ de la maniére suivante : ¥ = 4 — du. On répéte cet algorithme jusqu’a convergence,
c’est-a-dire jusqu’a ce que du soit petit.
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let02
1le+00
1le-02
le-04
1e-06
1le-08
le-10
le-12
le-14 ' : : : :

Erreur de convergence

Itération

F1G. 4.3 — Erreur de convergence de la méthode de Newton Raphson en fonction de litération.
Lors des premiéres itérations, I’erreur, définie par ||tobteny — Usolution||2 décroit sensiblement pour
avoir une convergence quadratique au voisinage de la solution, ici & partir de la 5-éme itération.

Le calcul de I'état de base tel que présenté permet de calculer toutes les solutions
du probléme. Il servira a calculer I’état initial a partir duquel on utilisera la méthode de
continuation présentée pour tracer les diagrammes de bifurcation.

Validation

Pour valider le calcul de I’état de base, on va vérifier le comportement de la méthode
ainsi que son résultat.

Considérons le cas simple ot ¢g = 0 et ¢ = 0. Dans ce cas précis, les conditions
intégrales imposent 0 = 0 et v = 0. Fixons ¢ = 2 et 3 = 0.3 et travaillons avec 41
points de maillage (le probléme ayant des symétries par rapport au point x = 0, il est
intéressant d’adopter un nombre impair de points afin d’avoir des informations sur le
point central). Si I'on initialise le vecteur solution (¢,d,7v) a 1 partout, on obtient le
comportement de I’erreur de convergence illustré sur la figure 4.3. On remarque que durant
les premiéres itérations, I’erreur de convergence diminue peu. Cela s’explique par le choix
de Tinitialisation, assez éloignée de la solution et par la méthode choisie qui est trés
sensible a son initialisation. Ensuite, I'erreur de convergence diminue progressivement,
jusqu’a atteindre un bassin de convergence a partir de la 5-éme itération, ot la convergence
est quadratique. Les caractéristiques observées sont typiques des méthodes de Newton—
Raphson et attestent bien de la programmation correcte d’'une telle méthode. De plus, la
solution en potentiel électrique obtenue posséde une norme 2 de 'ordre du zéro machine,
prouvant que I'on a convergé vers la solution identiquement nulle. Cette solution entraine
de maniére triviale c=2et p = 0.

Enfin, si I'on tente de déduire de I'équation de Poisson l'intégrale de la densité de
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charges, on trouve un nouvel élément de validation :

[ soa=-2 [ )

L’intégrale de p étant nulle d’aprés la condition (2.31), on obtient :

soit :
¢(1) + ¢(—1) = 2¢o = 0. (4.31)

Cette condition est bien entendu vérifiée par la solution triviale.

D’autres solutions non-triviales que nous présenterons dans les résultats ont été testées
suivant les critéres évoqués ci-dessus et ont permis de valider la programmation de 1’état
de base.

4.3.2 Fonctionnelle
Algorithme

Afin d’utiliser une méthode de continuation sur le systéme de Poisson—Nernst—Planck,
il est nécessaire de discrétiser la fonctionnelle dont on cherche les racines. Notre choix
ayant été de travailler avec ¢ et p comme inconnues, cette fonctionnelle sera le second
membre des équations de Nernst Planck & ¢ connu. Ces équations s’écrivent :

Oyc = 0, (0pc + p 0:9), (4.32)
Op = 0p(Opp + c0:0), (4.33)
munies des conditions aux limites :
Orc+ p0,¢ =0 pourx = =+1, (4.34)
Opp +cOpp =0 pourx = +1. (4.35)

Traitons (4.32) en formulation faible. Aprés avoir intégré par parties le second membre,
on trouve :

<8tca 90> = _<8xc +p a:c¢> ax90>> (436)

le terme lié au bord étant nul grace a la condition aux limites (4.34). En utilisant la méme
discrétisation que précédemment, et en divisant le second membre par les poids issus du
membre de gauche, on obtient :

w w
dhej = — Z ﬁcidkidkj - Z w_k.pk(ﬁidkidkj- (4.37)

ik 7 ik 7

De la méme facon, I’équation (4.35) se discrétise comme suit :

w w
hp; = — Z ﬁpidkidkj - Z w_klck(ﬁidkidkj- (4.38)
j

ik ik J
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On peut maintenant écrire la fonctionnelle compléte :

_ Wi Wi .
F; = ZZ]; w—jCidkidkj - ZZ]; w—jpk@dkidkj pour J = j, (4.39)
W W .
Fy = Z Epidkidkj - Z Eck@‘dkidkj pour J =75+ N. (4.40)
i,k J ik J

Enfin, dans le but de conserver les contraintes sur la concentration moyenne et la densité
de charge moyenne, il faut imposer les relations intégrales :

1
/ cdr=4= Zwici =4, (4.41)

1

1
/ pdr=0= Zwipi = 0. (4.42)

1

En isolant la valeur des champs au point z;, on obtient :

c = wil — ZZ#I wui}lci’ (443)
PL=— Zi;ﬁl % (4.44)

Pour obtenir la version discréte de la fonctionnelle utilisée, il suffit enfin de remplacer
chaque occurence de ¢ et p; dans (4.39) et (4.40) par les relations ci-dessus, puis de
supprimer les lignes Fj et Fj, n qui sont devenues des combinaisons linéaires des autres.

Validation

Afin de valider la discrétisation de la fonctionnelle, on peut se baser sur la stationnarité
des solutions recherchées qui sont donc des racines de la fonctionnelle. On peut ainsi
vérifier si la fonctionnelle renvoie bien 0 lorsqu’elle est appliquée aux solutions provenant
du calcul de I’état de base.

Lors du processus de validation, plusieurs solutions ont été testées avec succes, comme
par exemple la solution triviale (¢ = 0) pour p = 2, 8 = 0.3, ¢9 = 0 et 41 points de
maillage, qui permet de calculer un second membre dont la norme 2 est de 1'ordre de
107, garantissant un résultat trés voisin de 0.

Pour se convaincre définitivement de la validité du second membre programmeé, nous
nous en sommes également servi dans une intégration en temps de type Runge-Kutta. Le
but était de voir si les solutions autour d’une bifurcation présentaient bien un échange
de stabilité. La solution triviale a notamment été testée pour les mémes paramétres que
ci-dessus au voisinage de la bifurcation identifiée en 3. = 0.3017 d’aprés la relation (3.31).
On a pu noter qu'en g = 0.29, la solution s’écartait progressivement de son état initial,
les perturbations numériques s’amplifiant de facon exponentielle, témoignant ainsi de
I'instabilité de la solution. De 'autre c¢oté, en § = 0.31, la solution reste identique, méme
aux temps longs. Les perturbations numériques se sont donc toutes atténuées, permettant
de déduire que la solution est stable. Cette différence de stabilité de part et d’autre de
la bifurcation permet d’apporter un autre élément de validation pour la fonctionnelle,
laquelle semble donc correctement programmée.
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4.3.3 Jacobienne

Algorithme

La Jacobienne J du systéme linéarisé autour de la solution (®, C, p) est définie a Iaide
du systéme aux perturbations(3.16-3.18) par :

é 0y + 00,0 + pO, P é
_ | =0, - ~ = - 4.4
? (,0) 0 (axp + oo+ e0.0) 7 \p (445)
avec A¢p = —gﬁ ainsi que les conditions aux limites :
0:0(£1) = £uv/B ¢(F1), (4.46)
0,6+ 00,0+ p 0, P=0 pour z=+1, (4.47)
o.p+C 8xqz~5 +¢0,®=0 pourz==£l. (4.48)

La fonctionnelle considérée étant issue des équations de Nernst Planck, on peut alors se
servir de I’équation de Poisson pour exprimer la perturbation en potentiel électrique gzNS en
fonction de la perturbation en densité de charges p. Puis, on l'injectera dans les autres
équations afin de pouvoir calculer la Jacobienne associée a la fonctionnelle définie.

La discrétisation de 'équation sur ¢ munie des conditions aux limites (4.46) se fait de
la méme maniére que celle du laplacien que I'on avait pour I'état de base :

~(0.6.0,0) + 0.5 9]y = 2 (5. (4.49)

Le second terme de I’équation fait intervenir explicitement les conditions aux limites, et
permet donc d’écrire pour 1 < 5 < N, aprés avoir discrétisé comme précédemment et
choisi les polynomes de Lagrange comme fonctions tests :

- Z Wiidyidi; + p/B(016;1 + dndin) = —gwjﬁj- (4.50)
ik

Ce systéme linéaire peut s’écrire sous forme matricielle :
Lo = L°p, (4.51)

ou L = — 3 widyidyj + pu/B(0:1051 + dindjn) et Lﬁ-’j = —gwjéij. L’utilisation de telles
conditions aux limites pour le laplacien permet notamment de le rendre inversible. On
pourra ainsi exprimer ¢ grace a la relation numérique suivante :

b=L5p (4.52)

avec L = Lo LD,

On considére maintenant les équations de Nernst Planck (4.45) en formulation varia-
tionnelle. La premiére équation donne :

(2, 0) = (02(0sC + 0 020 + p 0, ®), ). (4.53)



4.3. MISE EN OEUVRE 27

On intégre par parties le second membre. Le terme lié au bord généré par I'intégration
n’est autre que la condition aux limites, nulle dans notre cas. L’équation se simplifie donc
en :

(¢, ) = —(0,+ 00,0+ p 0, D, ). (4.54)
Apreés discrétisation, on peut diviser le membre de droite par les poids w; issus du terme
de gauche. De plus, on a démontré dans le paragraphe précédent que I'on pouvait extraire
® grace a la relation (4.52). On injecte donc & dans notre calcul :

. Wi w . Wi .
oc; = — Z wk Cidyidy; — Z w_];.dekmdkijipi — Z w_%pkdkmdqu)m- (4.55)
ik J i,k,m k,m J

La deuxiéme équation de Nernst—Planck est trés similaire a celle-ci et se discrétisera de
la méme facon. Il en résulte :

- Wk Wi .
op; = — E _pzdkzdk] E dekmdk] mzpz - E Eckdkmdkjém' (456)
ik i,k m k,m J
Les équations (4.55) et (4.56) peuvent donc étre formulées comme un systéme linéarisé
portant sur un vecteur a 2N inconnues : N inconnues concernant la discrétisation de ¢
et N inconnues concernant celle de p. La matrice M associée a ce systéme sera donc une

matrice 2N X 2N composée des 4 blocs. Le systéme se présente alors sous la forme :

O-¢DO-0

ou :
A =— Z —dkldkj, (4.58)
B =- Z —gkdkmdk] — Z—;dimdijq)m, (4.59)
T, = —Z ol @, (4.60)
A =— Z Z_;dkjdkj — kz: Z_;dekmdkiji- (4.61)

Enfin, il ne reste plus qu’a utiliser les conditions supplémentaires sur ¢ et p pour
obtenir la Jacobienne de la fonctionnelle. On rappelle I'expression de ces conditions :

1
/ cdr =0, (4.62)

1

/_1 pdr =0. (4.63)

1
[’expression de ces relations au méme point que pour la fonctionnelle s’écrit :

a==u wszia (4.64)
fir= = Y (4.65)

On procéde enfin de la méme facon que précédemment en remplacant chaque occurence
de ¢ et p; par les relations ci-dessus, ce qui a pour effet d’enlever la dépendance de la
Jacobienne par rapport a ¢; et p;. On peut enfin supprimer les [-éme et [+ N-éme lignes et
colonnes de la matrice M qui devient donc la Jacobienne correspondant a la fonctionnelle
écrite.
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F1G. 4.4 — Evolution de lerreur ||¢obtenu — @Psolution||2 avec le nombre de points pour p = 8,
B = 10. L’erreur est décroissante exponentiellement jusqu’a atteindre un seuil ou les erreurs
numériques empéchent son évolution.

Validation

Pour calculer la Jacobienne, nous avons tout d’abord di exprimer numériquement la
fonction ¢ par rapport aux autres inconnues et inverser le laplacien de cette équation :

né=-25 (4.66)
muni de conditions aux limites mixtes.

N

La discrétisation étant la méme que celle choisie pour I'état de base, a savoir une
distribution de points de Gauss Lobatto Legendre et une méthode spectrale, sa validité
est déja prouvée. On vérifie quand méme le résultat de cette inversion. La mise en place
d'un cas test est ici triviale : on se donne p et on calcule le ¢ associé. On compare ensuite
avec ’expression analytique de gzNS pour vérifier la validité du code. Ainsi, on peut considérer
le cas test suivant : p(z) = —2u%e"VP* entrainant ¢(z) = VP, Les conditions aux limites
sont du méme type que dans le probléme réel : 8@5(:&1) = ,u\/ﬁqg(:l:l). L’étude de ce cas
test montre une dépendance de 'erreur numérique vis-a-vis des paramétres p et 5. En
effet, on remarque que plus ces paramétres prennent des valeurs élevées, moins la précision
de la résolution est bonne. Cela est di au développement de la couche limite, qui devient
de plus en plus fine lorsque ’'on augmente ces paramétres, et qui nécessiterait donc plus
de points pour une interpolation correcte.

On s’intéresse ici a une gamme de paramétres assez restreinte : y ne prennant pas
de valeurs supérieures a 5 et (§ étant plus petit que 3. Une simulation de I’évolution de
Ierreur en fonction du nombre de points de discrétisation pour des paramétres majorant
largement la gamme étudiée (x = 8 et § = 10) donne les résultats présentés sur la
figure 4.4. On remarque sur ce graphique que I’erreur évolue exponentiellement par rapport
au nombre de noeuds du maillage, ce qui est une des caractéristiques principales des
méthodes spectrales. A partir d’un certain nombre de points de maillage, I'erreur sature
puis augmente sensiblement a cause des erreurs numériques dues a la taille du systéme
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Spectre en ¢ Spectre en p et ¢
—(n+ 1?7 | —(2n + 1)? ’% transcendant | —(n + 1)?7% — 8
-9.8696 -2.4674 0.0699 -10.1696
-39.4784 -22.2066 -22.2345 -39.7784
-88.8264 -61.6850 -61.8791 -89.1264
-157.9137 -120.9027 -121.1472 -158.2137
-246.7401s -199.8595 -200.1244 -247.0401

F1G. 4.5 — Premiéres valeurs propres analytiques classées par origine, pour § = 0.3, u = 2 et

¢o = 0.

a inverser. Afin d’obtenir une bonne approximation des solutions, on s’intéressera donc
aux simulations ayant lieu uniquement une fois le seuil atteint. Ici, pour des paramétres
majorant largement la gamme étudiée, cette erreur est de ordre de 1076, Celle-ci étant
croissante avec les paramétres p et 3, on peut donc affirmer que dans la gamme de
paramétres que l'on souhaite étudier, les erreurs seront substantiellement inférieures a
1075 et seront donc satisfaisantes pourvu que le maillage soit adapté. C’est pourquoi nous
éviterons d’utiliser moins de 40 points de maillage dans les simulations a venir.

L’inversion de ce laplacien a aussi été testée avec d’autres cas test, comme une solution
en sinus hyperbolique, donnant les mémes résultats et les mémes conclusions.

La meilleure des validations pour la Jacobienne est la comparaison entre les valeurs
analytiques du taux d’accroissement o et les résultats de simulations. Rappelons que les
résultats analytiques sont disponibles dans le chapitre 3. On choisit par exemple 3 = 0.3
et © = 2. Les premiéres valeurs propres calculées a partir des relations analytiques et
classées selon leur origine sont consultables sur le tableau 4.5. La simulation numérique
avec 41 points donne exactement les mémes premiéres valeurs propres a la 4-éme décimale.
Ces résultats sont confirmés avec des paramétres différents, ce qui permet d’affirmer qu’il
y a bien équivalence entre le numérique et I'analytique.

4.3.4 Dérivée de la fonctionnelle par rapport a (3
Algorithme

Afin d’utiliser une méthode de continuation par rapport au paramétre (3, il est néces-
saire de connaitre la dérivée de la fonctionnelle par rapport a ce paramétre.

Nous avons tout d’abord besoin de la dérivée numérique de ¢ par rapport a 3. Pour
cela, on discrétise I’équation de Poisson (2.24,2.27) :

- sz: Wiidridi; + 17/ Bl(d1 — B0)dj1 + (dn — Bo)din] = 7

)
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Il s’agit maintenant de dériver par rapport a § cette équation :

3wk B3 dhadyy + CLy + CL =~y (4.68)
ik
ou :
CL = ﬁ[(ﬁbl — ¢0)0j1 + (on — do)d;n], (4.69)
CLs = p\/B(0sd1 51 + Dpodn i), (4.70)

Alinsi, pour connaitre la dérivée de ¢ par rapport a 3, il suffit d’inverser le systéme linéaire
suivant :

LP 030 =1, (4.71)
avec :
L == wididy; + 1/ B(051 + 0;5)05i, (4.72)
i,k
y o= _gwjpj - ﬁm — $0)8;1 + (6x — G0)Ssn]- (4.73)

A un ¢ et un p donnés, les équations de Nernst Planck se discrétisent comme indi-
qué en (4.37) et (4.38). La dérivée par rapport a # du second-membre (et donc de la
fonctionnelle) de (4.37) s’écrit :

w w
OpFy = — Z w—k ¢ diidyj — Z w—k 0s(pr®i) dridy;. (4.74)
ik J ik 7

Or, dzc = 0 et dzp = 0 puisque ¢, p et 3 sont les arguments de la fonctionnelle, le second
membre ci-dessus devient :

w .
OgFy = — Z — i 03¢; diidy; pour J = j, (4.75)
i Wi
avec dg¢; explicité précedemment. De méme, le second membre de (4.38) donne :

0sFy =~ %Ck s digdr; pour J = j+ N. (4.76)

ik 7

Une derniére chose reste a faire : appliquer les conditions supplémentaires pour étre
en accord avec la programmation décrite dans cette section. En reprenant donc les rela-
tions (4.43) et (4.44), en les appliquant sur le calcul de 0gF’, et en supprimant les lignes [
et [+ NN, on obtient une dérivée de la fonctionnelle homogéne avec la formulation adoptée.

Validation

Pour valider la construction de la dérivée de la fonctionnelle par rapport a (3, on
s’assure tout d’abord que la dérivée de ¢ par rapport & (3 est correcte.



4.3. MISE EN OEUVRE 31

dpg erreur

1073 | 5.2.10~*
107% | 5.3.107°
107° | 5.1.107°

FIG. 4.6 — Erreur de 0g¢ par rapport a un schéma différences finies d’ordre 1. L’erreur, définie
par ||03¢obteny — O3Pdifr. finies||2 €st décroissante et évolue bien proportionnellement a df, ce qui
valide la programmation de Jdg¢.

(C, p) A

(co, po)

Bo ot dp > 6

F1G. 4.7 — Principe de validation de la dérivée de la fonctionnelle par rapport a 3. On part d’'une
solution (cg, po) & By qui sert d’initialisation a 5+ df3, puis on force I’évolution du systéme par
rapport a 3 pour tenter de converger vers (co, po, 5o)-

—
La qualité de la dérivée du potentiel a été vérifiée en comparant le 9g¢ obtenu ci-dessus
avec un schéma type différences finies pour ¢ :

Plg — dlp—as
dp ’

oil @|g et ¢|z_qp sont obtenus avec le solveur détaillé dans la partie "Etat de base". Des
résultats obtenus pour 41 points de maillage autour d’une solution non-triviale pour p = 2,
8 =0.29 et ¢9 = 0 sont reportés dans le tableau 4.6. Ces résultats montrent clairement
que I'évolution de ’erreur est proportionnelle au pas en 3. De plus, on voit que plus on
diminue le pas en (3, plus 'erreur est petite, tendant vers 0 pour un pas infinitésimal. Ces
observations permettent de valider le calcul de la dérivée du potentiel par rapport a (.

Opls = (4.77)

En ce qui concerne la dérivée de la fonctionnelle par rapport a 3, la validation s’est
faite par une méthode de Newton Raphson. On cherche a tester I’évolution du systéme
par rapport a 3, on va donc prendre une solution & un  donné pour initialiser un calcul
itératif & B + df et tenter de le faire converger vers 3, comme indiqué sur la figure 4.7.
En pratique, il nous suffit de fixer une inconnue en un point du maillage pour forcer
I’évolution en 3. La méthode qui en découle s’écrit :

wl=1.1 (4.78)
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avec J la Jacobienne, F' la fonctionnelle et Fj3 la dérivée de la fonctionnelle par rapport a
(. Tous ces éléments sont ceux définis dans ce chapitre. La derniére ligne du systéme est la
contrainte imposée pour forcer I’évolution en 3. En testant cette méthode sur une solution
non-triviale avec 41 points de maillage et d3 = 0.01, on remarque tout d’abord que I'on
converge bien vers la solution initiale en (3. De plus, la convergence est quasi-instantanée :
la solution est approchée dés la premiére itération, puis pendant une ou deux itérations,
[ se corrige par des variations trés petites témoignant de la convergence. La mise en place
de ce calcul itératif nous a permis de valider la dérivée de la fonctionnelle par rapport a
[, mais aussi la fonctionnelle et la Jacobienne elles-mémes.

Il est aussi important de noter que pour s’assurer de la validité des résultats, une fois la
méthode de continuation effectuée, nous avons testé le caractére stationnaire de plusieurs
solutions obtenues grace au calcul de la fonctionnelle, ainsi que la stabilité de ces solutions
a l'aide du calcul des valeurs propres de la Jacobienne. Tous ces tests ont été concluants
et permettent de présenter les résultats du chapitre suivant.



Chapitre 5

Résultats de I’étude

Dans ce chapitre, les principaux résultats de ’étude sont répertoriés et commentés.
Rappelons les paramétres de 1'étude : § est le rapport au carré entre I’écartement des
parois et la longueur de Debye, p celui entre la longueur de Debye et ’épaisseur de la
couche de Stern et ¢y le potentiel appliqué aux parois adimensionné par le potentiel
thermique. Pour présenter les résultats, un choix logique a été fait : le parameétre de
continuation est (. En effet, expérimentalement, il semble plus facile & manipuler que
les autres. Tous les diagrammes de bifurcations présentés sont donc tracés par rapport
a [, a (u, ¢o) fixé. Enfin, 'information représentée en ordonnée sur les diagrammes est le
potentiel a la paroi de gauche car cette valeur est directement liée a la force d’interaction
entre les deux électrodes [10].

La motivation initiale de I’étude était la compréhension du systéme lorsque les deux
électrodes possédent une charge identique. Ce cas est donc traité en premier. Cependant,
une fois les outils numériques développés, il s’est avéré intéressant d’étudier le comporte-
ment de I'électrolyte soumis a une différence de potentiel. Ces résultats sont présentés a la
suite. Enfin, ce chapitre s’achéve par quelques remarques. Les diagrammes de bifurcation
présentés utilisent tous la méme convention : les solutions stables figurent en trait continu,
tandis que les solutions instables sont représentées par des lignes discontinues.

5.1 Electrodes identiques

Aucun potentiel appliqué et y > 1

Pour ce cas, on s’intéresse a un potentiel aux électrodes nul et a une couche de Stern
deux fois plus petite que la couche de Debye : ¢g = 0 et u = 2. Les simulations numériques
ont été effectuées pour 41 points de maillage, donnant ainsi des systémes linéaires 80 x 80.
Le diagramme de bifurcation représentant le potentiel & la paroi en fonction de (3 associé
a ce cas est représenté sur la figure 5.1. La solution triviale est bien entendu toujours
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_8 T
0.2 0.25

0.35

F1G. 5.1  Diagramme de bifurcation représentant le potentiel a la paroi ¢, en fonction de
pour ¢ = 0, p = 2 et 41 points de maillage. La solution triviale identiquement nulle en potentiel
perd sa stabilité en B; = 0.25, puis la regagne en G, = 0.3017 au franchissement d’une fourche
qui donne naissance a deux solutions stables divergentes en [;.

4 8 8
2 6 4
¢ 0 c 4 p 0
-2 2 —4
—4 0 -8
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
x x x

FiG. 5.2 Solution non linéaire pour ¢9 = 0, u = 2 et S = 0.28 obtenue avec 41 points de
maillage. A gauche, la solution en potentiel quasi-linéaire ; au milieu, la concentration symétrique ;
a droite la densité de charges antisymétrique.
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F1G. 5.3 — Diagramme de bifurcation représentant le potentiel a la paroi ¢, par rapport a
pour u = 0.8 et ¢g9 = 0 obtenu pour 29 points de maillage. La singularité est toujours présente,
mais la bifurcation fourche semble étre partie a 'infini.

présente et consiste en un potentiel identiquement nul qui correspond & une concentration
adimensionnée uniforme égale a 2 ainsi qu’une densité de charges nulle partout. Cette
solution est stable pour 3 petit, puis se déstabilise au franchissement d’une singularité en
Bs = 1/p? = 0.25. Elle se restabilise ensuite au franchissement d’une bifurcation fourche en
0B, = 0.3017. Les solutions non-linéaires qui apparaissent a partir de la bifurcation fourche
sont des solutions stables et quasi linéaires en potentiel (figure 5.2). Elles présentent une
concentration symétrique par rapport au centre du domaine ot elle est minimale. D’autre
part, la densité de charges est antisymétrique, témoignant bien de la brisure de symétrie au
franchissement de la bifurcation. Les deux branches sous-critiques divergent au voisinage
du paramétre singulier [;.

Aucun potentiel appliqué et y < 1

Il semble que p = 1 soit une singularité du probléme dans le sens ou le paramétre [,
diverge a cette valeur de p (relation 3.58). Cependant, ce cas n’est pas physique, car
cela impliquerait une couche de Stern de taille supérieure a la couche diffusive, ce qui est
physiquement peu fondé. Etant donné que ce paramétre agit comme une singularité dans
le probléme, il est quand méme intéressant mathématiquement d’étudier les solutions de
I'autre coté de cette frontiére. Choisissons par exemple p = 0.8 tout en gardant ¢y = 0.
Le diagramme de bifurcation obtenu pour 29 points de maillage, donc un systéme 56 x 56
est représenté sur la figure 5.3. La solution triviale est toujours admise, mais cette fois-ci,
elle ne bifurque pas. Elle perd sa stabilité a la singularité en 8, = 1/p? = 1.5625, mais
ne la retrouve pas. De plus, deux branches non-triviales apparaissent et sont liées par le
changement de signe du potentiel et donc de la densité de charges. Ces solutions présentent
une forte couche limite et sont stables (figure 5.4). Elles tendent en outre a se rapprocher
de la solution triviale en § — 400 et divergent a la singularité, ce qui incite a penser que
ces branches sont la continuation des branches non-linéaires observées pour p > 1. Une
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F1G. 5.4 — Solution non-linéaire pour ¢g = 0, u = 0.8 et § = 2 obtenue avec 29 points de
maillage. A gauche, le potentiel ; au milieu, la concentration ; a droite, la densité de charges.

continuation par rapport au parameétre p, qui n’est pas présentée ici, a été effectuée pour
vérifier cette assertion. Cela a permis d’affirmer que les branches non-linéaires observées
pour p < 1 évoluent continuement vers les branches non-linéaires observées pour p > 1,
et ce, méme au franchissement de p = 1.

Application d’un potentiel

Lorsque I'on applique un potentiel aux électrodes, ¢y # 0. Si I'on écrit les équations
de Poisson—Nernst-Planck avec ¢y non nul comme en (2.24-2.29) et que l'on fait le chan-
gement de variable : & = ¢ — ¢, alors le probléme & résoudre sur ® et est identique a
celui sur ¢ lorsque ¢y = 0. Les solutions en potentiel obtenues sont donc la translation
de ¢¢ de celles que l'on avait a ¢y = 0. De facto, si 'on considére I'écriture stationnaire
de c et p en fonction de ¢ :

¢ =2 e cosh(¢ + 0), (5.1)
p = —2¢€"sinh(¢ +9),

on remarque que ¢ est toujours translaté de §. Le paramétre § absorbe donc la translation
de ¢ pour vérifier les conditions intégrales sur la concentration et la densité de charges.
Ainsi, on peut affirmer que pour des électrodes chargées identiquement, le potentiel est
translaté de ¢g, mais la concentration et la densité de charges ne changent pas. Les
diagrammes sont donc les mémes a une translation prés sur ¢.

5.2 Différence de potentiel aux électrodes

Une fois les outils numériques développés, il est intéressant d’investiguer le cas ot 'on
impose une différence de potentiel aux électrodes. Tout le raisonnement du chapitre 4
reste valable hormis pour les conditions aux limites impliquant ¢y. En effet, pour prendre
en compte numériquement la différence de potentiel, il suffit de changer le signe de ¢q
dans la condition a la limite portant sur ’électrode de gauche, i.e. numériquement sur le
point d’indice 1.
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F1G. 5.5 — Diagramme de bifurcation représentant le potentiel a la paroi ¢, par rapport a 3 pour
w =2, g9 = 0.01 et 41 points de maillage. Lors de I'application d'une différence de potentiel
entre les électrodes, la bifurcation fourche devient imparfaite et un noeud-col est observé en
8. = 0.2911. Cette branche est stable pour § petit, se déstabilise a la singularité en s = 0.25,
puis se restabilise au franchissement du noeud-col. La branche inférieure est toujours stable. Ces
deux branches divergent en (;.

4 8 8
2 6 4
¢ 0 c 4 p 0
—2 2 —4
—4 0 —8
“1 0 1 -1 0 1 —1 0 1
X X X

F1G. 5.6 — Solution pour ¢y9 = 0.01, u = 2 et 8 = 0.27 obtenue avec 41 points de maillage
sur la branche supérieure aprés le noeud-col. A gauche, le potentiel quasi-linéaire ; au milieu, la
concentration symétrique; a droite, la densité de charges antisymétrique.

Si I’on considére 4 = 2, mais que 'on impose cette fois-ci ¢g = 0.01, soit une différence
de potentiel de 2% du potentiel thermique et que 'on méne les simulations numériques
pour 41 points, on obtient le diagramme de bifurcation 5.5. On peut comparer ces résultats
avec ceux obtenus pour ¢g = 0 (diagramme 5.1). Avec une différence de potentiel aux
électrodes, la solution triviale n’est plus admise. A la place, on obtient une solution quasi-
linéaire en potentiel, entrainant une concentration symétrique et une densité de charge
antisymétrique. L’application d’une différence de potentiel rend la bifurcation imparfaite,
les branches se scindent désormais en deux branches distinctes. La premiére branche,
celle qui apparaissait a 3 petit se déstabilise a la singularité en 5, = 1/ = 0.25 puis se
restabilise en franchissant un noeud-col en 3. = 0.2911. Cette branche de solution diverge
a son retour en (3. L’allure des solutions le long de cette branche est représentée sur la
figure 5.6. La deuxiéme branche de solutions obtenue correspond a la partie inférieure et
a la partie de droite de la bifurcation fouche non-dégénérée. Cette branche est stable en
tout point et diverge aussi en 3. A I'aide de la figure 5.7, on peut noter que les solutions le
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F1G. 5.7 — Solution pour ¢g = 0.01, u = 2 et 5 = 0.28 obtenue avec 41 points de maillage sur
la branche inférieure. A gauche, le potentiel ; au milieu, la concentration ; a droite la densité de
charges. Les symétries sont les mémes que sur ’autre branche, mais le potentiel et la densité de
charges ont changé de signe.
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F1G. 5.8 — Solution pour ¢g = 1, u = 2, f = 25 obtenue pour 81 points de maillage. Cette
solution est de la méme famille que les solutions de la branche inférieure du diagramme 5.5 et
montre bien I'influence des phénomeénes limites.

long de cette branche sont qualitativement trés proche de celles de la branche supérieure.
En effet, les trois fonctions caractérisant la solution possédent les mémes propriétés de
symétrie, les seules différences résidant dans le signe du potentiel et de la densité de
charges.

5.3 Remarques

Les solutions en potentiel présentées dans ce chapitre ne sont pas linéaires. L’im-
pression de linéarité est due a la présence des couches limites, qui, pour 5 < 0.25, se
chevauchent et tendent a homogénéiser les gradients de potentiel. Pour bien se convaincre
de la complexité des solutions, nous avons procédé a des simulations a 3 plus grand. On a
choisi en outre ¢ plus élevé pour donner de 'amplitude aux couches limites. Les résultats
des simulations numériques stationnaires pour 81 points de maillage sont représentés sur
la figure 5.8. Le paramétre § n’a pas été choisi au hasard puisqu’il correspond a une taille
de la couche de Debye cinq fois plus petite que la taille du domaine. Ceci permet de bien
identifier les phénoménes limites grace aux forts gradients qu’ils générent. Le potentiel
n’a plus une apparence linéaire car les couches limites ne coincident plus. Cela prouve par
évolution continue des solution par rapport aux paramétres, que les solutions précédentes
ne sont pas linéaires en potentiel.
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Cependant, un probléme se pose sur les résultats obtenus : la singularité n’est pas
une particularité attendue dans ce type de systéme. En effet, le modéle utilisé, a savoir
le modéle de Poisson—Nernst—Planck a couche de Stern, est sensé représenter un systéme
physique réel, et donc doit étre dissipatif. Toutefois, la singularité génére une valeur propre
infinie, ce qui signifie un taux d’accroissement infini. Elle est aussi responsable de la
divergence de certaines solutions et donc de potentiels infinis, ce qui n’est pas physique.

Enfin, en comparant les résultats de cette étude avec la littérature et notamment
avec les travaux de Bazant et al. |2|, on peut identifier une différence fondamentale dans
I’écriture des conditions de Stern. Si I'on écrit les conditions utilisées par Bazant et al.
avec les paramétres utilisés dans ce document, on obtient :

0.0 = —u/B(¢p — ¢o) pourz =1, (5.3)
9:¢ = p/B(¢ — ¢o) pourz = —1. 5.4

Comparé avec I'écriture utilisée dans cette étude en (2.27), il apparait clairement une
différence de signe de la dérivée du potentiel a la paroi. De plus, si I’'on recalcule le spectre
analytique de la solution triviale dans le cas de I’écriture ci-dessus, on obtient pourn € N :

o= —(n+1)*r? (5.5)

o= —(2n+1)2%, (5.6)
o=—(n+1)*%-3, (5.7)

—1— py/B+ 122 = 2B tanh(vo F B). (5.8)

La différence avec le cas traité dans ce document est le signe au début de l’'équation
transcendante (5.8). Cette différence minime a un impact sur le systéme, puisqu’il n'y
a alors plus de singularité. Les deux formulations sont admissibles car les conditions a
la limite de Stern sont une linéarisation du potentiel sur I'isotherme d’adsorbtion. On
retrouve donc 1'une ou 'autre formulation suivant le signe de sa dérivée du potentiel.



Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Tout au long de cette étude, nous avons répertorié¢ par la simulation numeérique les
solutions stationnaires du probléme de Poisson—Nernst—Planck muni de conditions aux
limites de Stern. Ce travail a pu étre mené a bien notamment grace a l'utilisation des
méthodes de continuation permettant de tracer de véritables cartographies des solutions :
les diagrammes de bifurcation. Associée a ces méthodes, une analyse de stabilité effectuée
sur toutes les solutions a permis d’interpréter la dynamique du systéme.

Le diagramme de bifurcation obtenu en 1’absence de potentiel aux parois indique que la
solution triviale est stable sauf dans une région ou elle perd sa stabilité via une singularité
puis se restabilise en passant par une bifurcation fourche. A partir de cette fourche, deux
branches de solutions non-linéaires stables naissent et divergent a la singularité. L’appli-
cation du méme potentiel aux électrodes ne fait qu’augmenter le potentiel uniformément
sans changer la concentration ni la densité de charges. Enfin, si on crée une différence de
potentiel aux électrodes, la solution triviale n’est plus admise et la bifurcation devient
imparfaite, laissant place a un noeud-col.

Quelques points méritent d’étre éclaircis. Tout d’abord, la singularité qui apparait en
Bs = 1/u® ne semble pas physique. Ensuite, la relation (3.31) permettrait de localiser la
bifurcation triviale méme pour g < 1. Or I’é¢tude numérique ne fait apparaitre aucune
bifurcation a cet endroit, ce qui est en accord avec le calcul analytique du spectre qui ne
prévoit pas de changement de stabilité dans la zone de bifurcation hypothétique. Enfin,
Iinterprétation du systéme dynamique est trés différente selon I’écriture de la condition de
Stern. Pour poursuivre cette étude, on pourra donc s’intéresser a différentes écritures des
conditions de Stern et comparer les résultats. Toutefois, vu que le choix de la condition a la
limite influe sur la singularité, I’étude d’un cas particulier avec des conditions de Stern non-
linéarisées permettrait d’enrichir appréciablement I'étude. Il pourra étre aussi intéressant
de regarder ot le calcul analytique de la bifurcation triviale différe du calcul numérique
ou du calcul analytique du spectre afin que tous les résultats convergent. Enfin, on pourra
mettre les résultats en relation avec le type d’interaction entre les parois : attraction ou
répulsion, puis se tourner vers des cas 2D ou la dynamique risque d’étre sensiblement
différente.
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